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概要

本論文ではストカスティック形式を利用して、インフレーション中に作られる曲率ゆら
ぎを計算する新しい手法を提唱する。我々の手法ではインフラトン場についての摂動展開
を用いることなく、e-foldingsのゆらぎが計算され、それが δN 形式によって曲率ゆらぎ
に変換される。従って我々の手法ではインフラトン場の摂動の高次効果が自動的に含ま
れ、摂動が破綻する模型、量子ゆらぎが古典ダイナミクスを上回る模型等に、そのまま適
用することができる。またゆらぎの非ガウス性も同時に計算される。本論文では、単一場
スローロールインフレーションにおいては、我々の手法が通常の線形摂動理論と無矛盾で
あることを解析的に示し、より一般の場合に曲率ゆらぎのパワースペクトルや非線形性パ
ラメータを数値計算する処方箋を与える。さらに、その処方箋をハイブリッドインフレー
ションの臨界点付近で生成される曲率ゆらぎに適用することで、実際にインフラトン場の
単純な摂動論が破綻している模型において、パワースペクトルが計算できることを示す。
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序

標準ビッグバン理論に始まる現代的な宇宙論は、非常に大きな成功をおさめてきた。理
論的にもあらゆる物理分野の舞台となれる宇宙論は、さまざまな観測技術の発展と合わ
さって、現在最も白熱している分野の 1つである。その中でもインフレーション [13–15]

と呼ばれる初期宇宙の理論は長い間注目され続けている。インフレーション期ではプラン
クスケールに近い、非常に高いエネルギーの物理が展開されており、素粒子理論の観点か
らも興味深いとともに、インフレーション中に作られたわずかな密度ゆらぎは、その後の
宇宙のあらゆるエネルギー濃淡の種となっており、宇宙背景放射や大規模構造形成の観
測から大変精密に試験されている [12]。従って、これからさらに発展する観測技術に合わ
せ、インフレーションで作られる密度ゆらぎ (あるいは計量のゆらぎとしての曲率ゆらぎ)

を正確に計算することが今後重要課題となってくる。
インフレーション宇宙においては、インフレーションを引き起こすスカラー場、インフ
ラトンが持つ量子ゆらぎが “古典化”することによって曲率ゆらぎが生成されるとされて
いる [33]。生成される曲率ゆらぎを計算する標準的な方法は、古典インフラトン場のまわ
りでの量子ゆらぎに関して摂動展開するというものである。これは古典インフラトン場の
ダイナミクスに対し、その量子ゆらぎは非常に小さいという状況のもとではとても良い近
似である。実際現在観測できる長波長ゆらぎは、10−5 程度のゆらぎしかないことがよく
わかっている。しかしより短波長なゆらぎに関しては小さいという保証はないし、短波長
でゆらぎが大きいと原始ブラックホール [5–8] や超コンパクトミニハロー [9–11] 等の面
白い天体が予言され興味深い。そしてこれらを正確に取り扱うには摂動展開はよくない。
また単純な 1 インフラトンのスローロールインフレーションでは古典インフラトン場
のダイナミクスとガウス分布量子ゆらぎがよく分離されるが、複数インフラトン模型等で
は、古典場のダイナミクスと量子ゆらぎが混ざる、あるいは量子ゆらぎが大きく上回ると
いった状況が起き得る。このような状況になって来たときに、量子ゆらぎに関しての摂動
展開は全く破綻してしまう。
そこで本論文では、古典インフラトン場と量子ゆらぎを統合して扱うストカスティック
形式 [39–48] を用いることで、どのようなインフレーション模型であっても正しく曲率ゆ
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らぎを計算できる処方箋を提唱する [1]。ストカスティック形式では長波長の量子ゆらぎ
を古典的な統計乱数 (白色雑音)に置き換えて解析する。従って数値計算にのせてしまえ
ばもはやゆらぎについて摂動展開する必要はなく、ゆらぎののった運動方程式を非摂動的
に解くことができる。これによってインフレーションの持続時間 e-foldingsのゆらぎを非
摂動的に直接求めることができ、これを δN 形式 [34–38]と組み合わせることで曲率ゆら
ぎに変換する。
本論文では e-foldingsの分散 〈δN〉を e-foldingsの平均 〈N〉で微分することによって、
パワースペクトル PδN を求めるが、ストカスティック形式にこのアイディアを適用す
る手法は初め Kunze らによって提唱された [57]。彼らは白色雑音についての摂動展開
[61, 62] を用いて曲率ゆらぎを計算したが、その結果は単一場スローロールインフレー
ションにおいても線形摂動理論から大きくずれている。しかし単一場スローロールインフ
レーションにおいてはゆらぎの線形性からのずれは非常に小さいスローロールパラメータ
で抑えられるので、線形摂動の近似がとてもよいはずである。従ってこのようなずれは不
可解である。一方我々の処方箋において曲率ゆらぎの計算に摂動展開は全く必要ないし、
さらに第 4章で見るように、単一場スローロールインフレーションにおいては、線形摂動
理論と我々の処方は無矛盾であることが、解析的に示される。
また本論文では、提唱した処方箋を用いてハイブリッドインフレーション [23, 24]の臨
界点付近で生成される曲率ゆらぎを計算する。ハイブリッドインフレーションは 2 スカ
ラー場のインフレーション模型で、臨界点を過ぎると 1つのスカラーが負の 2乗質量を持
ちタキオニック不安定性を持つ。このときこのスカラーの量子ゆらぎが急激に発達し、古
典ダイナミクスを大きく上回る。そのためハイブリッドインフレーションの臨界点付近の
曲率ゆらぎの計算は難しく、様々な近似のもと計算が行われてきた [25, 26]。第 5章では
実際に線形摂動理論が破綻していることを見てから、我々の処方でのパワースペクトルの
計算結果を示す。
本論文は次のような構成である。まず第 1章では現代宇宙論の基礎を、ついで第 2章で
はインフレーションの基本と線形摂動理論での曲率ゆらぎの解析を復習する。また第 2章
では、ストカスティック形式の基盤となるゆらぎの古典化を扱う。第 3 章ではストカス
ティック形式を 2つの方法で導入し、そのインフレーションへの効果を簡単に見る。第 4

章ではいよいよ、ストカスティック形式と δN 形式を組み合わせた新しい曲率ゆらぎの計
算手法を提唱する。ここでは計算の処方箋を与えるとともに、特別な単一場スローロール
インフレーションの時には計算が解析的に行え、それが線形摂動理論と無矛盾であること
を確かめる。最後に第 5 章ではハイブリッドインフレーションに提唱した処方箋を適用
し、臨界点付近での曲率ゆらぎを数値的に計算した結果を示す。
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記法

一般に関数 f に対し f ′ は f の導関数を、ḟ は時間変数 tについての f の微分を表す。
高階微分についても同様である。

µ, ν 等のギリシャ文字の添字は 4 次元時空の座標を表し、0, 1, 2, 3 を走る。ただし x0

は時間座標である。一方 i, j, k 等のラテン文字の添字は 3次元空間の座標を表し、1, 2, 3

を走る。また繰り返される添字に対して、Einsteinの縮約規則を採用する。すなわち、同
じ式中で 2度以上繰り返される添字は、その添字が走るすべてに関して和をとるものとす
る。対が上下でない添字に関しても和をとる。

Minkowski計量 ηµν は ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)とする。

太字の変数 (p、k等)は 3元ベクトルを表し、これらに対し太字でない変数 (p、k 等)

は、3元ベクトルのノルム (p =
√
k2
1 + k2

2 + k2
3 等)であるとする。

場 F の Fourier変換とその逆は以下の規格化を採用する。

Fk =
∫
d3xF(x)e−ik·x,

F(x) =
∫

d3k

(2π)3
Fke

ik·x. (0.0.1)

単位系は ~ = c = kB = 1とする自然単位系を用いる。また重力定数 Gの変わりに、換
算 Planck質量Mp = (8πG)−1/2 = 2.453× 1018GeVをよく用いる。
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第 1章

現代宇宙論の基礎

“宇宙論 (cosmology)”の歴史は古い。宇宙論という術語は宇宙、あるいは世界全体につ
いての論や探究を指し示すが、それらは紀元より遥か以前からの人間の根源的好奇心の対
象と言ってもよいだろう。ただしこれらは近現代に至るまであくまで形而上学の一分野で
あった。一方現代宇宙論は急激に発展した観測技術と、理論的には主に Einsteinの一般
相対論を支えとした、自然科学に属する学問である。特にたった 1つの原理から出発し、
論理的に導かれるビッグバン理論は、観測事実を的確に説明し大きな成功をおさめてき
た。これは現代理論物理の中でも非常に刺激的な事実である。
現代宇宙論の基礎は大きくわけて 2つの領域からなり、それは、一様等方近似における
宇宙の歴史と、一様等方からわずかにずれたゆらぎの物理である。本章ではこれらのうち
特に本論文に必要となってくる部分の定式化を重点的に述べていく。

1.1 一様等方宇宙

1.1.1 時空の幾何学

標準的ビッグバン理論は、観測に基づいたある 1 つの原理から出発する。その原理と
は、以下で与えられる宇宙原理である。

自由落下する観測者に対し、
我々の宇宙は大局的スケールで空間的に一様等方である。 (1.1.1)

一様とは平行移動対称性のことで、空間に特別な点がないことを指し、等方とは回転対称
性のことで、空間に特別な方向が存在しないことを指す。この原理と Einsteinの一般相
対論から記述される宇宙理論のことを標準的ビッグバン理論と呼ぶ。
一様等方な 3次元空間としては 3つしかない。線素が以下で与えられる平坦空間、

ds2 = dx2 = dx2 + dy2 + dz2, (1.1.2)
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あるいは 4次元ユークリッド空間中の、半径 aの球面、

ds2 = dx2 + dw2, w2 + x2 = a2, (1.1.3)

そして 4次元ユークリッド空間中の双曲面、

ds2 = dx2 − dw2, w2 − x2 = a2, (1.1.4)

である。座標を繰り込んで、

x = ax′, w = aw′, (1.1.5)

とし、プライムを落とせば、球面と双曲面の場合は、

ds2 = a2(dx2 ± dw2), w2 ± x2 = 1, (1.1.6)

となる。w2 ± x2 = 1を微分して得られる wdw = ±x · dxを使えば、

ds2 = a2

(
dx2 ± (x · dx)2

1∓ x2

)
. (1.1.7)

従って、平坦空間の場合も合わせて、

ds2 = a2

(
dx2 +K

(x · dx)2

1−Kx2

)
, (1.1.8)

と書ける。ただし、

K =


+1 球面
−1 双曲面
0 平坦

(1.1.9)

これをそのまま時空の幾何学に拡張すれば、aは時間についての任意の関数となって、

− dτ2 = ds2 = −dt2 + a2(t)
(
dx2 +K

(x · dx)2

1−Kx2

)
. (1.1.10)

これが宇宙原理を満たす時空計量で、Robertson-Walker 計量 (あるいは Friedmann-

Lemâitre-Robertson-Walker の頭文字を取って FLRW 計量とも) と呼ぶ。計量の成
分は、

g00 = −1, g0i = 0, gij = a2(t)
(
δij +K

xixj

1−Kx2

)
, (1.1.11)

である。球座標、

dx2 = dr2 + r2dΩ, dΩ = dθ2 + sin2 θdφ2, (1.1.12)
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に変換して、

− dτ2 = ds2 = −dt2 + a2(t)
(

dr2

1−Kr2
+ r2dΩ

)
, (1.1.13)

とすることも多い。このとき計量は対角化されて、

g00 = −1, grr =
a2(t)

1−Kr2
, gθθ = a2(t)r2, gφφ = a2(t)r2 sin2 θ, (1.1.14)

となる。また現在時刻を t0 として、a(t0)を以下のようにくくり出し、

− dτ2 = ds2

= −dt2 +
a2(t)
a2(t0)

(
a2(t0)dr2

1− (K/a2(t0))a2(t0)r2
+ a2(t0)r2dΩ

)
, (1.1.15)

各変数を繰り込んで、

a′(t) =
a(t)
a(t0)

, r′ = a(t0)r, K ′ =
K

a2(t0)
, (1.1.16)

として、プライムを落とし、再び、

− dτ2 = ds2 = −dt2 + a2(t)
(

dr2

1−Kr2
+ r2dΩ

)
, (1.1.17)

とすることも多い。このとき、a(t0)は 1に規格化される変わりにK が任意の実数を取り
得るようになることに注意しよう。

K


> 0 球面
< 0 双曲面
= 0 平坦

(1.1.18)

同様に繰り込むことで好きな時刻で a(t)を 1に規格化することも可能である。本論文で
は特に断らない限り規格化の任意性は残したままにする。
一般相対論において自由落下する粒子は、測地線方程式、

d2xµ

du2
+ Γµνκ

dxν

du

dxκ

du
= 0, (1.1.19)

に従う。ただし Γµνκ はアファイン接続、

Γµνκ =
1
2
gµλ

(
∂gλν
∂xκ

+
∂gλκ
∂xν

− ∂gνκ
∂xλ

)
, (1.1.20)

であり、また uはアファインパラメータで、質量のある粒子に対しては固有時 τ に比例す
る量である。重要なのは ∂ig00 と ġ0i がともにゼロであるので、Γi00 = 0であることであ
る。従って、この座標に対し静止 dx/du = 0している粒子は、d2x/du2 = 0なので、自
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由落下で静止し続ける。そのためこの座標を共動座標と呼ぶ。自由落下している観測者同
士の共動座標距離は変わらないし、この観測者達にとって宇宙が一様等方である、という
のが宇宙原理である。
またここで a(t)の意味も明らかになる。時刻 tで原点から半径座標 r までの固有距離
を求めれば、

d(r, t) = a(t)
∫ r

0

dr′√
1−Kr′2

= a(t)×


K−1/2 sin−1(

√
Kr) K > 0

(−K)−1/2 sinh−1(
√
−Kr) K < 0

r K = 0
(1.1.21)

従って物理的な固有距離は共動座標距離の a(t)倍ということになる。a(t)が時間ととも
に増えれば、自由落下する観測者同士は、共動座標での距離は変わらないが、物理的な距
離は長くなる。ここから a(t)はスケール因子と呼ぶ。ちなみに両辺の時間微分を取ると、

v = ḋ = ȧ(t)
∫ r

0

dr′√
1−Kr′2

=
ȧ(t)
a(t)

d, (1.1.22)

となり、H = ȧ/aとすれば、

v = Hd, (1.1.23)

を得る。これは Hubbleの法則そのもので、遠くの銀河はその銀河までの距離に比例した
速さで遠ざかると言える。つまり宇宙が膨張しているという観測事実はスケール因子が
時間とともに増加することで説明できるということである。この H = ȧ/aを Hubbleパ
ラメータと呼び、その現在値、Hubble 定数 H0 は Planck 衛星の観測 [12] から、H0 =

67.4± 1.4 km s−1 Mpc−1 (68%)とされている。ちなみに 1Mpc = 3× 1024 cm = 316万
光年である。

1.1.2 赤方偏移

宇宙膨張が光の波長に及ぼす影響を見てみよう。半径方向に動く光が描くヌル測地
線は、

0 = ds2 = −dt2 + a2(t)
dr2

1−Kr2
. (1.1.24)

今、光は半径座標 r から原点に向かっているとすれば、

dt

a(t)
= − dr√

1−Kr2
, (1.1.25)
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を満たす。まず、時刻 t = t1 に r を出た光が t = t0 に r = 0に届くとすると、∫ t0

t1

dt

a(t)
= −

∫ 0

r

dr√
1−Kr2

=
∫ r

0

dr√
1−Kr2

, (1.1.26)

の関係が成り立つ。一方、t = t1 + δt1 に r を出た光が r = 0に届く時刻を t0 + δt0 とす
ると、今度は、 ∫ t0+δt0

t1+δt1

dt

a(t)
=
∫ r

0

dr√
1−Kr2

, (1.1.27)

となる。2式を引いて、 ∫ t0+δt0

t0

dt

a(t)
=
∫ t1+δt1

t1

dt

a(t)
. (1.1.28)

δt0 や δt1 が十分小さければ、

δt1
a(t1)

=
δt0
a(t0)

. (1.1.29)

ここで、δt1 を時刻 t1 での光の 1周期 λ1/cに合わせれば、δt0 は光を受け取った時刻 t0

での光の 1周期 λ0/cに一致するので、波長間にも以下の対応がつく。

λ0

a(t0)
=

λ1

a(t1)
. (1.1.30)

従って、宇宙膨張によって光の波長は a(t0)/a(t1)倍長くなることになる。これを宇宙論
的赤方偏移という。また、以下で定義される z、

z =
λ0 − λ1

λ1
=
a(t0)
a(t1)

− 1, (1.1.31)

のことも赤方偏移という。a(t)は時間とともに増加するので、過去に出た光ほど赤方偏移
が大きくなる。また光速は一定なので、赤方偏移が大きいほど遠方から出た光ということ
になり、赤方偏移で地球からの距離を表すこともしばしばある。

1.1.3 Friedmann方程式

宇宙の大局的な時空が FLRW計量で表されるとわかったので、その力学は Einstein方
程式、

Rµν −
1
2
gµνR = 8πGTµν , (1.1.32)
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を解けば求まるはずである。FLRW計量の下で、Ricciテンソルと Ricciスカラーはそれ
ぞれ、

R00 = −3
ä

a
, R0i = 0, Rij =

(
ä

a
+

2ȧ2

a2
+

2K
a2

)
gij ,

R = 6
(
ä

a
+
ȧ2

a2
+
K

a2

)
, (1.1.33)

と求められる。次にエネルギー運動量テンソル Tµν だが、まず宇宙の等方性より任意の 3

元テンソル tij の平均は、x = 0で δij に比例していなければならず、従って原点で a−2δij

である gij にも比例している。また一様性よりその係数は時間のみの関数でなければなら
ない。tij と gij の比例関係は平行移動を含むあらゆる座標変換で不変でなければならな
いので、時空の任意の点で、エネルギー運動量テンソルの空間成分は、

T ij = P (t)gij , (1.1.34)

の形をとる。また T 00 は時間のみの関数でなければならないし、3元ベクトル T 0i はゼロ
でなければならない。まとめると、

T 00 = ρ(t), T 0i = 0, T ij = P (t)gij , (1.1.35)

となる。これは完全流体の形をしており、ρ(t)、P (t)はそれぞれ流体のエネルギー密度と
圧力に一致する。後は Einstein方程式に代入するだけである。
まず (0,0)成分は、 (

ȧ

a

)2

+
K

a2
=

8πG
3

ρ, (1.1.36)

となり、これを Friedmann方程式と呼ぶ。特にK = 0とできるときは、Hubbleパラメー
タ H = ȧ/aと換算 Planck質量Mp = (8πG)−1/2 を用いて、

3M2
pH

2 = ρ, (1.1.37)

の形で用いることが多い。次に (i,j)成分は、

ä = −4πG
3

(ρ+ 3P )a, (1.1.38)

と、スケール因子の加速度の方程式を与える。この 2つの式、あるいはエネルギー保存則、

0 = T 0µ
;µ =

∂T 0µ

∂xµ
+ Γ0

µνT
µν + ΓµµνT

0ν , (1.1.39)

より、連続の方程式、

d(a3ρ)
dt

= −P d(a
3)

dt
, (1.1.40)
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を得る。これは a3 が物理的体積を表し、体積中のエネルギーは圧力による仕事によって
変化するという、熱力学第 1法則 dE = −PdV そのものである。また連続の式は、

dρ

dt
+

3ȧ
a

(P + ρ) = 0, (1.1.41)

の形に書き直されて使われることも多い。
ちなみに Einstein方程式に宇宙項 Λgµν を導入して、

Rµν −
1
2
gµνR+ Λgµν = 8πGTµν , (1.1.42)

とすることがあるが、この場合は、

Tµν → Tµν −
Λ

8πG
gµν , (1.1.43)

とエネルギー運動量テンソルに宇宙項を押し付け、方程式には宇宙項は入れないものとす
る。このときエネルギー運動量テンソルに新たに増えた成分は、

ρ = −P =
Λ

8πG
, (1.1.44)

という状態方程式を満たすことになる。ρは正にとることにするので、この成分は圧力が
負となるなんとも奇妙なものであり、後に説明する暗黒エネルギーの一種と考えられる。

1.1.4 宇宙の密度

次に宇宙に存在するエネルギー密度を考えていくが、その前によく使われる密度パラ
メータ Ωを定義しよう。

Ω =
8πGρ
3H2

=
ρ

ρc
. (1.1.45)

ここで、ρc = 3H2/8πG は臨界密度と呼ばれる。その現在値は ρc0 = 1.9 ×
10−29h2 g cm−3 = (3.0× 10−3 eV)4h2 で与えられる。hは h = H0/(100 km s−1Mpc−1)

で定義されるよく使われる量で、観測値は h = 0.674± 0.014 (68%)だ [12]。また曲率K

に対し、ΩK = −K/a2H2 を定義すれば、Friedmann方程式 (1.1.36)より、

Ω + ΩK = 1, (1.1.46)

を得る。従って、宇宙のエネルギー密度と時空の曲率には以下の関係がある。

Ω


> 1
= 1
< 1

⇔ K


> 0 閉じた球面
= 0 平坦
< 0 開いた双曲面

(1.1.47)



8 第 1章 現代宇宙論の基礎

さて、仮に宇宙を満たしているエネルギー密度が、状態方程式 P = wρを満たすとする
と、連続の方程式 (1.1.41)に代入して、

dρ

ρ
= −3(1 + w)

da

a
, (1.1.48)

を得る。よってエネルギー密度とスケール因子には以下の関係がある。

ρ ∝ a−3(1+w). (1.1.49)

ここで宇宙論で重要なエネルギー成分として以下の 3つをあげよう。

1. 物質 非相対論的粒子の総称。質量に比べ運動エネルギーが十分小さいので ρに対
し P は無視できる。つまり w = 0。従って物質のエネルギー密度は ρM ∝ a−3 と、
体積膨張に反比例する。これは膨張によって粒子数が薄まる効果を表している。

2. 放射 相対論的粒子の総称。放射圧 P は ρ/3で与えられるので、w = 1/3。従って
放射の密度は ρR ∝ a−4 となる。これは粒子数が薄まる効果に加え、赤方偏移で波
長が伸び、各粒子のエネルギーは a−1 に比例して減るためである。

3. 暗黒エネルギー w < −1/3の成分の総称。この成分で宇宙が満ちていると、加速
度の方程式 (1.1.38)より、

ä = −4πG
3

(1 + 3w)ρa > 0, (1.1.50)

となり、宇宙は加速膨張することになる。1.1.3 項の最後に出てきた宇宙項 Λ は、
w = −1 であったので暗黒エネルギーの一種である。宇宙項のエネルギー密度は
ρΛ ∝ a0 = const.と膨張に対して全く影響を受けない。従って宇宙項は、時空その
ものに付与される真空エネルギーのようなものだと考えられる。第 2章で述べるイ
ンフレーションでは、これを利用して、スカラー場に真空エネルギーを持たせるこ
とで、急激な加速膨張を引き起こす。

仮にこれらの成分が混在していたとしても、成分間でエネルギーの交換がなければ、それ
ぞれの ρと aの関係は変わらない。宇宙が膨張し続けている場合、放射、物質、真空エネル
ギーの順でエネルギー密度の減少スピードが速いので、宇宙は、放射エネルギーが支配す
る放射優勢期、物質エネルギーが支配する物質優勢期、真空エネルギーが支配する真空エ
ネルギー優勢期を順番に経験するはずである。物質と真空エネルギーそれぞれの密度パラ
メータΩM = ρM/ρc、ΩΛ = ρΛ/ρcの現在値は、観測により、ΩM0 = 0.314±0.020 (68%)、
ΩΛ0 = 0.686± 0.020 (68%)である [12]。物質と真空エネルギーが同じオーダーで存在す
るので、現在はちょうど物質優勢期から真空エネルギー優勢期への遷移期であることがわ
かる。従って放射成分 ΩR は無視できる量しか存在しない。また ΩM + ΩΛ = 1になって
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いるので、この宇宙は非常に高い精度で平坦 (K = 0) であることがわかる。これは第 2

章で述べる平坦性問題につながっている。以降、特に断らなければ曲率 K は無視し、宇
宙は平坦時空であるとする。

1.1.5 Friedmann方程式の解

今度はそれぞれ 1種類の成分しかない宇宙に対し、スケール因子がどう時間変化するか
を、平坦時空の Friedmann方程式、(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ, (1.1.51)

を解いて求めてみよう。

1. 物質 物質エネルギーとスケール因子の関係は ρM ∝ a−3であったので、Friedmann

方程式に代入すると、ȧ ∝ a−1/2、すなわち a ∝ t2/3を得る。ただし a = 0を t = 0

としている。このような時空を Einstein-de Sitter 時空と呼ぶ。仮に我々の宇宙に
物質しか存在していないとすると、現在の宇宙年齢は、

t0 =
2
3

(
ȧ

a

∣∣∣∣
t0

)−1

=
2

3H0
= 6.52h−1 Gyr, (1.1.52)

となる。
2. 放射 放射が優勢の場合は ρR ∝ a−4 より a ∝

√
tを得る。この場合宇宙年齢は、

t0 =
1

2H0
. (1.1.53)

3. 真空エネルギー 真空エネルギーが優勢なら ρΛ = const. より a ∝ exp(Ht) とな
る。この場合 Hubbleパラメータ H は真に定数で、

H =

√
8πGρΛ

3
, (1.1.54)

である。このように指数関数膨張する時空を de Sitter時空という。

より一般には、Friedmann方程式より、

dt =
dx

H0x
√

ΩΛ0 + ΩK0x−2 + ΩM0x−3 + ΩR0x−4
, (1.1.55)

が成り立つ。ただし x = a/a0 である。赤方偏移 z が a/a0 = 1/(1 + z)を満たすことを
使えば、z →∞を宇宙の始まり t = 0とした場合、赤方偏移 z の光が放たれた時刻は、

t(z) =
1
H0

∫ 1/(1+z)

0

dx

x
√

ΩΛ0 + ΩK0x−2 + ΩM0x−3 + ΩR0x−4
. (1.1.56)
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特に現在の宇宙年齢は z = 0とすれば求められ、

t0 =
1
H0

∫ 1

0

dx

x
√

ΩΛ0 + ΩK0x−2 + ΩM0x−3 + ΩR0x−4
, (1.1.57)

となる。観測値を代入すれば、宇宙年齢は t0 = 13.819Gyrである。

1.1.6 宇宙のエントロピー

放射成分の温度について議論しよう。十分初期の宇宙に遡れば、粒子数密度は濃くなる
ので、多くの粒子が頻繁に相互作用し、熱平衡に達していると考えられる。また、光子の
数密度に対しバリオンの数密度 (正確にはバリオンの数密度から反バリオンの数密度を引
いたもの)は非常に小さいことがわかっているので [2]、バリオン由来の化学ポテンシャル
は無視できる。このような時、エネルギー密度や圧力、エントロピー密度はそれぞれ温度
のみの関数、ρ(T )、P (T )、s(T )で表される。
個々の種類 iの粒子のエネルギー密度は、その粒子の自由度を gi、温度を Ti として、

ρi = gi

∫
d3p

(2π)3
p

ep/Ti ± 1
,

{
− ボソン
+ フェルミオン

=
giT

4
i

2π2

∫
dx

x3

ex ± 1
, x =

p

Ti

=


π2

30
giT

4
i ボソン

7
8
π2

30
giT

4
i フェルミオン

(1.1.58)

である。従って、全放射エネルギーは、

ρ(T ) =
π2

30
g∗T

4, (1.1.59)

ただし g∗ は、

g∗ =
∑
ボソン

gi

(
Ti
T

)4

+
7
8

∑
フェルミオン

gi

(
Ti
T

)4

, (1.1.60)

であり、有効自由度と呼ばれる。
熱力学第 2法則より、あらゆる断熱的変化によって起こる、体積 V 中のエントロピー
の変化は次で表される。

d(s(T )V ) =
d(ρ(T )V ) + P (T )dV

T
. (1.1.61)



1.1 一様等方宇宙 11

dV の係数を見れば、

s(T ) =
ρ(T ) + P (T )

T
, (1.1.62)

である。ここで、V = a3 とすれば、全エントロピー S = s(T )a3 の変化は、式 (1.1.61)

より、

dS =
1
T
d(ρa3) +

P

T
da3

⇔ dS

dt
=

1
T

d(ρa3)
dt

+
P

T

da3

dt
. (1.1.63)

連続の方程式 (1.1.40)を用いれば、

dS

dt
= 0, (1.1.64)

となり、確かに宇宙ではエントロピーが保存する断熱膨張をしていることがわかる。
種類 iの粒子が熱平衡に達していて、放射成分になっているとすると、エネルギー密度
と圧力には、

Pi =
1
3
ρi, (1.1.65)

の関係がある。従って、iの持つエントロピー密度は、

si =
1
Ti

(ρi + Pi)

=
4ρi
3Ti

=


2π2

45
giT

3
i ボソン

7
8

2π2

45
giT

3
i フェルミオン

(1.1.66)

となる。よって全エントロピー密度は、

s(T ) =
2π2

45
g∗sT

3, (1.1.67)

ただし g∗s は、

g∗s =
∑
ボソン

gi

(
Ti
T

)3

+
7
8

∑
フェルミオン

gi

(
Ti
T

)3

, (1.1.68)

であり、エントロピーに対する有効自由度と呼ばれる。
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上述のように全エントロピー S = a3s(T ) は保存されるので、(もし g∗s が一定なら
ば)a3T 3 ∝ a3s(T )も一定である。従って、

T ∝ 1
a
, (1.1.69)

と、温度はスケール因子に反比例することがわかる。
特に光子の温度について考察しよう。光子が熱平衡状態から脱結合して自由運動 (free

streaming)するようになる時期を t∗ と呼ぼう (後述する再結合期である)。t < t∗ では光
子は熱平衡にあるので、その運動量分布は Planck分布に従う。

f(p) ∝ 1
ep/T − 1

. (1.1.70)

t = t∗ 時も同様である。

f(p∗) ∝
1

ep∗/T∗ − 1
. (1.1.71)

t > t∗ では赤方偏移によって、光子の波長はスケール因子に比例して伸び λ ∝ a、よって
運動量は p = 1/λ ∝ a−1 とスケール因子に反比例する。従って、

p =
a∗
a
p∗, (1.1.72)

であり、運動量分布は、

f(p) ∝ 1

e
p

T∗
a

a∗ − 1
, (1.1.73)

となる。すなわち、温度 T を、

T =
a∗
a
T∗, (1.1.74)

と定義すれば、運動量分布は再び、

f(p) ∝ 1
ep/T − 1

, (1.1.75)

と Planck 分布に戻る。以上より、光子が熱平衡から脱結合した後も、光子の温度は式
(1.1.74)で定義され、やはり T ∝ a−1 の関係を保つ。これが後述する宇宙背景放射の温
度と呼ばれるものである。

1.1.7 ホライズン

現代宇宙論では 2 種類のホライズンが示される。1 つは過去に因果関係を持ち得た領
域、もう 1つは未来に因果関係を持ち得る領域で、それぞれ粒子ホライズンと事象ホライ
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ズンと呼ぶ。ホライズンの概念は、後述するようにインフレーションにおいても非常に重
要である。
ビッグバンが t = 0に始まったとすると、式 (1.1.25)より、時刻 tに原点で受け取れる
のは以下で決まる rmax(t)内から出た信号だけである。∫ t

0

dt′

a(t′)
=
∫ rmax(t)

0

dr√
1−Kr2

. (1.1.76)

従ってこれが共動座標での粒子ホライズンであり、これの物理的距離は、

dmax(t) = a(t)
∫ rmax(t)

0

dr√
1−Kr2

= a(t)
∫ t

0

dt′

a(t′)
, (1.1.77)

と計算される。例えば、放射優勢期であれば a(t) ∝ t1/2 なので、dmax(t) = 2t = 1/H

であるし、物質優勢期が式 (1.1.77)の積分の大部分を占めるとすれば、a(t) ∝ t2/3 より、
dmax(t) = 3t = 2/H である。ちなみにある時刻の Hubble半径は 1/H で定義されるが、
この距離離れると Hubbleの法則 (1.1.23)より相対的な膨張測度が 1、つまり光速になる
距離である。上 2 つの場合の粒子ホライズンはどちらも Hubble 半径と同じオーダーで
あることがわかるので、Hubble 半径 1/H をホライズンと呼んでしまうこともしばしば
ある。
現在の粒子ホライズンは、式 (1.1.55)より、

dmax(t0) =
1
H0

∫ 1

0

dx

x2
√

ΩΛ0 + ΩK0x−2 + ΩM0x−3
, (1.1.78)

である。ただし放射成分は非常に少ないので無視した。
純 de Sitter時空 a(t) ∝ eHt の場合は dmax(t) = 1

H (eHt − 1) ' 1
H e

Ht となり、粒子ホ
ライズンは指数関数的に広がる。これは、純 de Sitterの場合、過去に因果関係を持てた
領域が、急激な膨張によって指数関数的に広げられていることを表している。この事実
は、後述するが第 2章で扱うインフレーションの動機にもなってくる。
一方、現在時刻 tから無限未来までに因果関係を持つことができる領域は、∫ ∞

t

dt′

a(t′)
=
∫ rMAX(t)

0

dr√
1−Kr2

, (1.1.79)

で与えられる。もちろん、宇宙が時刻 T で再崩壊するならば、∫ T

t

dt′

a(t′)
=
∫ rMAX(t)

0

dr√
1−Kr2

, (1.1.80)

である。従って事象ホライズンの物理的距離は、

dMAX(t) = a(t)
∫ rMAX(t)

0

dr√
1−Kr2

= a(t)
∫ ∞

t

dt′

a(t′)
, (1.1.81)
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となる。仮に真空エネルギーが存在しなければ、a(t)は t2/3 で膨張し、dMAX(t)は発散す
る。これは物質優勢期では宇宙は減速膨張するので、どれだけ遠くの点でも十分時間をか
ければ信号を交わすことができることを意味する。しかし、真空エネルギーが存在するな
ら、a(t)は最終的に eHt,H = H0Ω

1/2
Λ0

*1で膨張し、事象ホライズンは dMAX(∞) = 1/H

の値に漸近する。真空エネルギー優勢期、あるいは de Sitter宇宙では、宇宙は指数関数
膨張しており、一度 Hubble半径 1/H を超えると二度と戻って来られないということで
ある。

Fourier空間で考えたとき、共動波数 k は定数であるが、共動 Hubbleスケール aH は
時間変化する。考えているモードが k < aH を満たす場合、その波長 ∼ 1/k は Hubble

半径 1/aH を超えており、スーパーホライズンであるという。逆に k > aH の場合をサ
ブホライズンという。

1.1.8 宇宙の熱史

ここでは宇宙の歴史の中で起こった重要な出来事を、軽く述べる程度に抑えながら挙げ
ていこう。
まず宇宙はビッグバンとして、何らかの非常に高温高密度状態から始まったとする。仮
にこのとき宇宙の成分が熱平衡から外れていたとしても、宇宙は十分に高温高密度ですぐ
に熱平衡に達するとする。このとき宇宙は放射優勢期である。
宇宙が膨張して、熱平衡温度が T ∼ 2MeV程度に下がってくると、ニュートリノの相
互作用の時間スケールより、膨張の時間スケール H−1 の方が短くなり、ニュートリノが
熱平衡から脱結合する。これをニュートリノ脱結合 (neutrino decoupling)という。
温度がさらに下がって電子の質量 511 keV 程度になると、電子と陽電子の数密度が

Boltzmann因子によって抑えられ、急激に減少する。これを電子陽電子対消滅 (electron-

positron annihilation)という。このとき電子と陽電子が持っていたエントロピーが放出さ
れるので、熱平衡温度がやや上昇する*2。熱平衡から脱結合したニュートリノはこの影響
を受けないので、このときからニュートリノの温度より光子の温度の方がやや高くなる。
またこの少し前 T ∼ 1MeVから T ∼ 0.01 MeVに亘って、陽子と中性子の一部が結合
して、ヘリウムやその他、重水素やリチウム等に変換される。これをビッグバン元素合成
(big bang nucleosynthesis, BBN)という。各元素の存在量を決める理論的パラメータは、
バリオン数密度 (バリオンの数密度から反バリオンの数密度を引いたもの)nB と光子の数
密度 nγ の比 ηB = nB/nγ のみであり、観測される元素存在量から ηB ∼ 5 × 10−9 とさ
れる [2]。

*1 Friedmann方程式より H2 ∝ ρであったことを思い出そう。
*2 宇宙膨張の温度減少には勝てないので、温度減少が緩められる、という方が正しいか。
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さらに温度が下がり、T ∼ 1 eV、あるいは赤方偏移が z ∼ 3000 の時、いよいよ放射
と物質のエネルギー密度が同じになる。この時期を放射物質等密度期 (matter-radiation

equality)という。これ以降宇宙は物質優勢期である。
T ∼ 0.3 eV、あるいは赤方偏移 z ∼ 1100程度の時、宇宙に存在する自由電子は陽子と
結合し水素原子となる。これを再結合 (recombination)という。このとき重要なのは、そ
れまで熱平衡状態だった光子が Compton散乱を行えなくなり、熱平衡から脱して、以降
直進することとなる点である。すなわち再結合以降宇宙は光に対して透明になる。このこ
とを宇宙の晴れ上がりと呼ぶ。晴れ上がり直前に最後に散乱して、現在まで直進してきた
光の一部は、地球上で宇宙背景放射 (cosmic microwave background, CMB) として観測さ
れる。CMBが最後に散乱した時刻の等時刻面は地球からみて球面になるので、これを最
終散乱面 (last scattering surface, LSS) という。これらが起こった時代は宇宙年齢にする
とたかだか 38万年で、現在の宇宙年齢 138億年から比べると十分短い。従って最終散乱
面は現在の粒子ホライズン ∼ H−1

0 にほぼ一致する。

1.2 宇宙論的ゆらぎ

前節では宇宙は一様等方であるとして解析した。もちろんこれは近似に過ぎず、銀河や
星等の宇宙で興味深いものの多くを無視してしまっている。この節では、一様等方宇宙か
らの線形のずれについて一般的に扱う。本論文では、インフレーションによって作られる
ゆらぎの種が主題であるので、それを理解するための準備という側面が強い。
まずはゆらぎの方程式を立て、次にゲージの選び方について述べ、最後に保存するゆら
ぎの量について扱おう。

1.2.1 場の方程式

本節では宇宙の一様等方からのずれは非常に小さいと想定し、線形ゆらぎとして扱う。
また宇宙は平坦 (K = 0)であるとする。このとき全計量は、

gµν = ḡµν + hµν . (1.2.1)

ただし、ḡµν はゆらぎのない、K = 0の FLRW計量、

ḡ00 = −1, ḡi0 = ḡ0i = 0, ḡij = a2(t)δij , (1.2.2)

であり、hµν = hνµ は小さい摂動である。以降バーが付いた変数はゆらぎのない量を表す
ものとする。一般の行列M の逆の摂動は δM−1 = −M−1(δM)M−1 で与えられるので、
計量の逆は以下の hµν でゆらぐ。

hµν = gµν − ḡµν = −ḡµρḡνσhρσ. (1.2.3)
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成分で表すと、

hij = −a−4hij , hi0 = a−2hi0, h00 = −h00. (1.2.4)

式 (1.2.3)の最後の負号が、δgµν は単に δgµν の添字を ḡµν で上げたものではないことを
表している。
アファイン接続の摂動は、

δΓµνλ =
1
2
ḡµρ[−2hρσΓ̄σνλ + ∂λhρν + ∂νhρλ − ∂ρhλν ]. (1.2.5)

K = 0ではゆらぎのないアファイン接続のうち、消えない項は、

Γ̄ij0 = Γ̄i0j =
ȧ

a
δij , Γ̄0

ij = aȧδij , (1.2.6)

のみである。よって接続の摂動の成分は、

δΓijk =
1

2a2
(−2aȧhi0δjk + ∂khij + ∂jhik − ∂ihjk),

δΓij0 =
1

2a2

(
−2ȧ
a
hij + ḣij + ∂jhi0 − ∂ihj0

)
,

δΓ0
ij =

1
2
(2aȧh00 − ∂jhi0 − ∂ihj0 + ḣij),

δΓi00 =
1

2a2
(2ḣi0 − ∂ih00),

δΓ0
i0 =

ȧ

a
hi0 −

1
2
∂ih00,

δΓ0
00 = −1

2
ḣ00. (1.2.7)

特に、

δΓλλµ = ∂µ

[
1

2a2
hii −

1
2
h00

]
, (1.2.8)

である。Ricciテンソルの摂動は、

δRµκ =
∂δΓλµλ
∂xκ

−
∂δΓλµκ
∂xλ

+ δΓηµν Γ̄
ν
κη + δΓνκηΓ̄

η
µν − δΓηµκΓ̄ννη − δΓννηΓ̄ηµκ, (1.2.9)
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であり、その成分は、

δRjk = −1
2
∂i∂kh00 − (2ȧ2 + aä)δjkh00 −

1
2
aȧδjkḣ00

+
1

2a2
(∇2hjk − ∂i∂jhik − ∂i∂khij + ∂j∂khii)

−1
2
ḧjk +

ȧ

2a
(ḣjk − δjkḣii) +

ȧ2

a2
(−2hjk + δjkhii) +

ȧ

a
δjk∂ihi0

+
1
2
(∂iḣk0 + ∂kḣj0) +

ȧ

2a
(∂jhk0 + ∂khj0),

δR0j = δRj0 =
ȧ

a
∂jh00 +

1
2a2

(∇2hj0 − ∂j∂ihi0)−

(
ä

a
+

2ȧ2

a2

)
hj0

+
1
2
∂

∂t

[
1
a2

(∂jhkk − ∂khkj)
]
,

δR00 =
1

2a2
∇2h00 +

3ȧ
2a
ḣ00 −

1
a2
∂iḣi0

+
1

2a2

[
ḧii −

2ȧ
a
ḣii + 2

(
ȧ2

a2
− ä

a

)
hii

]
. (1.2.10)

さて、Einstein方程式 (1.1.32)のトレースをとると、

R = −8πGTλλ, (1.2.11)

を得るので、Einstein方程式は次のように書き換えることもできる。

Rµν = −8πGSµν . (1.2.12)

ただし、

Sµν = Tµν −
1
2
gµνT

λ
λ. (1.2.13)

従ってソーステンソル Sµν のゆらぎは、

δSµν = δTµν −
1
2
ḡµνδT

λ
λ −

1
2
hµν T̄

λ
λ, (1.2.14)

となる。宇宙の成分として完全流体を想定はしないが、1.1.3項で見たように、ゆらぎの
ないエネルギー運動量テンソル T̄µν は回転と並進対称性より、完全流体の形をしていな
ければならないのであった。

T̄µν = P̄ ḡµν + (P̄ + ρ̄)ūµūν . (1.2.15)

ρ̄(t), P̄ (t), ūµ はそれぞれゆらぎのないエネルギー密度、圧力、4 元速度であり、ū0 =

1, ūi = 0 を満たす。ρ̄ と P̄ はそれぞれ Friedmann 方程式 (1.1.36) と加速度の方程式
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(1.1.38)を満たす。

ρ̄ =
3

8πG

(
ȧ2

a2

)
, P̄ = − 1

8πG

(
2ä
a

+
ȧ2

a2

)
. (1.2.16)

従ってゆらぎのないエネルギー運動量テンソルのトレースは、

T̄λλ = 3P̄ − ρ̄ = − 3
4πG

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
, (1.2.17)

となる。よって式 (1.2.14)は、

δSjk = δTjk −
a2

2
δjkδTλλ +

3
8πG

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
hjk,

δSj0 = δTj0 +
3

8πG

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
hj0,

δS00 = δT00 +
1
2
δTλλ +

3
8πG

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
h00. (1.2.18)

以上より、Einstein方程式 (1.2.12)は次のようになる。

−8πG
(
δTjk −

a2

2
δjkδT

λ
λ

)
= −1

2
∂j∂kh00 − (2ȧ2 + aä)δjkh00

−1
2
aȧδjkḣ00 +

1
2a2

(∇2hjk − ∂i∂jhik − ∂i∂khij + ∂j∂khii)

−1
2
ḧjk +

ȧ

2a
(ḣjk − δjkḣii) +

(
ȧ2

a2
+

3ä
a

)
hjk +

(
ȧ2

a2

)
δjkhii

+
ȧ

a
δjk∂ihi0 +

1
2
(∂j ḣk0 + ∂kḣj0) +

ȧ

2a
(∂jhk0 + ∂khj0), (1.2.19)

−8πGδTj0 =
ȧ

a
∂jh00 +

1
2a2

(∇2hj0 − ∂j∂ihi0) +
(
ȧ2

a2
+

2ä
a

)
hj0

+
1
2
∂

∂t

[
1
a2

(∂jhkk − ∂khkj)
]
, (1.2.20)

−8πG
(
δT00 +

1
2
δTλλ

)
=

1
2a2
∇2h00 +

3ȧ
2a
ḣ00 −

1
a2
∂iḣi0

+
1

2a2

[
ḧii −

2ȧ
a
ḣii + 2

(
ȧ2

a2
− ä

a

)
hii

]
+ 3

(
ȧ2

a2
+
ä

a

)
h00. (1.2.21)

エネルギー運動量保存則はもちろんこれらの式から導かれるが、Tµν;µ = 0から別に導
いてしまったほうが簡単である。摂動の 1次では、

∂µδT
µ
ν + Γ̄µµλδT

λ
ν − Γ̄λµνδT

µ
λ + δΓµµλT̄

λ
ν − δΓλµν T̄µλ = 0. (1.2.22)

ここで上と下の添字が混ざった δTµν は、摂動の 1次では次のようになる。

δTµν = ḡµλ[δTλν − hλκT̄κν ]. (1.2.23)
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保存則 (1.2.22)で ν を空間添字 j にすれば、運動量保存則、

∂0δT
0
j + ∂iδT

i
j

+
2ȧ
a
δT 0

j − aȧδT j0 − (ρ̄+ P̄ )
(

1
2
∂jh00 −

ȧ

a
hj0

)
= 0, (1.2.24)

が得られるし、ν = 0とすれば、エネルギー保存則、

∂0δT
0
0 + ∂iδT

i
0

+
3ȧ
a
δT 0

0 −
ȧ

a
δT ii −

(
ρ̄+ P̄

2a2

)(
−2ȧ
a
hii + ḣii

)
= 0, (1.2.25)

を得る。
これらの結果はそのまま扱うには複雑すぎる。そこでこれらをスカラー成分、零発散ベ
クトル成分、零トレース零発散テンソル成分にわけて考えよう。計量の摂動は常に以下の
形に分解できる。

h00 = −E, (1.2.26)

hi0 = a

[
∂F

∂xi
+Gi

]
, (1.2.27)

hij = a2

[
Aδij +

∂2B

∂xi∂xj
+
∂Ci
∂xj

+
∂Cj
∂xi

+Dij

]
. (1.2.28)

ここで A,B,Ci, Dij = Dji, E, F,Gi はそれぞれ x と t の関数であり、以下の条件を満
たす。

∂Ci
∂xi

=
∂Gi
∂xi

= 0,
∂Dij

∂xi
= 0, Dii = 0. (1.2.29)

hµν は 4× 4対称行列なので自由度は 10なのに対し、A,B,E, F で 4、Ci, Gi で 6、Dij

で 6の全部で 16自由度があるが、拘束 (1.2.29)の 6本の条件式があるので、自由度は確
かに合っている。
同様にエネルギー運動量テンソルも分解しよう。先に完全流体、

Tµν = Pgµν + (ρ+ P )uµuν , (1.2.30)

について考えよう。4元速度は以下のように規格化されているので、

gµνuµuν = −1, (1.2.31)

ūi = 0, ū0 = −1を思い出すと、拘束、

δu0 = δu0 = h00/2, (1.2.32)
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を得るが、δui はまだ独立な力学変数である。従って摂動の 1次では、

δTij = P̄ hij + a2δijδP,

δTi0 = P̄ hi0 − (ρ̄+ P̄ )δui,
δT00 = −ρ̄h00 + δρ, (1.2.33)

となる。より一般の流体の場合はもっと複雑になるだろう。事実、対称行列 δTµν の自由
度が 10であるのに対し、右辺の力学変数は δρ, δP, δui の 5自由度しかない。δui をスカ
ラー成分 δuと零発散ベクトル成分 δuVi に分解しておいて、さらに足りない力学変数を計
量の分解 (1.2.26)-(1.2.28)を参考に付け足せば、

δTij = P̄ hij + a2[δijδP + ∂i∂jπ
S + ∂iπ

V
j + ∂jπ

V
i + πTij ],

δTi0 = P̄ hi0 − (ρ̄+ P̄ )(∂iδu+ δuVi ),
δT00 = −ρ̄h00 + δρ, (1.2.34)

となる。ただし πVi , π
T
ij , δu

V
i は以下の拘束条件を満たす。

∂iπ
V
i = ∂iδu

V
i = 0, ∂iπ

T
ij = 0, πTii = 0. (1.2.35)

ここで導入された πS , πV , πT は、完全流体からのずれを表す、非等方慣性項と呼ばれる。
保存則を書くために必要な上付きと下付きが混ざった δTµν の表式も与えておこう。

δT ij = δijδP + ∂i∂jπ
S + ∂iπ

V
j + ∂jπ

V
i + πTij ,

δT i0 = a−2(ρ̄+ P̄ )(a∂iF + aGi − ∂iδu− δuVi ),

δT 0
i = (ρ̄+ P̄ )(∂iδu+ δuVi ), δT 0

0 = −δρ,
δTλλ = 3δP − δρ+∇2πS . (1.2.36)

これで準備がそろったので 3つのクラスであるスカラー、ベクトル、テンソルそれぞれ
に対して運動方程式を書き下せる。

スカラー成分

スカラー成分は分解後もまだ非常に複雑であり、変数は E,F,A,B, δρ, δP, πS , δuの 8

つもある。式 (1.2.19)の δjk に比例する部分から、

− 4πGa2[δρ− δP −∇2πS ] =
1
2
aȧĖ + (2ȧ2 + aä)E +

1
2
∇2A− a

2
a2Ä

−3aȧȦ− 1
2
aȧ∇2Ḃ + ȧ∇2F. (1.2.37)

一方 S を何らかのスカラーとして ∂j∂kS の形をしている部分からは、

∂j∂k[16πGa2πS + E +A− a2B̈ − 3aȧḂ + 2aḞ + 4ȧF ] = 0. (1.2.38)



1.2 宇宙論的ゆらぎ 21

式 (1.2.20)の ∂jS の形をしている部分から、

8πGa(ρ̄+ P̄ )∂jδu = −ȧ∂jE + a∂jȦ. (1.2.39)

最後に式 (1.2.21)から、

− 4πG(δρ+ 3δP +∇2πS) = − 1
2a2
∇2E − 3ȧ

2a
Ė − 1

a
∇2Ḟ − ȧ

a2
∇2F

+
3
2
Ä+

3ȧ
a
Ȧ− 3ä

a
E +

1
2
∇2B̈ +

ȧ

a
∇2Ḃ,(1.2.40)

を得る。
また運動量保存則 (1.2.24)の ∂j の部分は、

∂j [δP +∇2πS + ∂0[(ρ̄+ P̄ )δu] +
3ȧ
a

(ρ̄+ P̄ )δu+
1
2
(ρ̄+ P̄ )E] = 0, (1.2.41)

であるし、エネルギー保存則 (1.2.25)からは、

δρ̇+
3ȧ
a

(δρ+ δP ) +∇2

[
−a−1(ρ̄+ P̄ )F + a−2(ρ̄+ P̄ )δu+

ȧ

a
πS
]

+
1
2
(ρ̄+ P̄ )∂0[3A+∇2B] = 0, (1.2.42)

を得る。

ベクトル成分

ベクトル成分には Gi, Ci, δu
V
i , π

V
i の 4つの零発散ベクトルが存在する。式 (1.2.19)の

∂kVj(Vj は ∂jVj = 0を満たす何らかのベクトル)の形の部分から、

∂k[16πGa2πVj − a2C̈j − 3aȧĊj + aĠj + 2ȧGj ] = 0, (1.2.43)

が得られ、式 (1.2.20)の Vj(やはり ∂jVj = 0を満たす)の形の部分から、

8πG(ρ̄+ P̄ )aδuVj =
1
2
∇2Gj −

a

2
∇2Ċj , (1.2.44)

を得る。運動量保存 (1.2.24)の零発散部分は、

∇2πVj + ∂0[(ρ̄+ P̄ )δuVj ] +
3ȧ
a

(ρ̄+ P̄ )δuVj = 0, (1.2.45)

となる。
特に完全流体 πVi = 0 について考えると、式 (1.2.45) は (ρ̄ + P̄ )δuVj が 1/a3 で減衰
することを表している。またこのとき、式 (1.2.43) と (1.2.44) のどちらも Gj − aĊj が
1/a2 で減衰することを意味する。実は Gj − aĊj は計量摂動のベクトル成分のうちゲー
ジ不変な唯一の組み合わせだ (式 (1.2.57) 参照)。これらの減衰からベクトル成分は宇宙
論にあまり大きな寄与をしない。
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テンソル成分

テンソル成分は Dij と πTij のみである。場の方程式は 1 つだけで、式 (1.2.19) の零発
散零トレース部分から以下の重力波の波動方程式を得る。

− 16πGa2πTij = ∇2Dij − a2D̈ij − 3aȧḊij . (1.2.46)

これらの方程式は完全系を成していない。その理由の 1つが次節で見るように一般座標
変換 (ゲージ)の自由度があるからである。次節ではゲージ変換と、便利な Newtonゲー
ジについて述べる。

1.2.2 ゲージ変換

前節で導いた方程式には 2 つほどうれしくない点がある。1 つ目はスカラー、ベクト
ル、テンソル成分に分解したにも関わらず、スカラー成分の方程式はいまだに非常に複雑
である点である。もう 1 つは座標変換の自由度から来る非物理的成分が方程式の解に含
まれてしまっている点である。2つ目の問題はゲージを固定することによって解決される
し、同時に 1つ目の問題も軽減されるようなゲージがあればとてもうれしい。
時空座標変換、

xµ → x′µ = xµ + εµ(x), (1.2.47)

を考えよう。εµ(x)は hµν や δρなどと同じ意味で小さい。すなわちこれらすべてについ
て 1次の摂動を考える。この変換によって計量は、

g′µν(x
′) = gλκ(x)

∂xλ

∂x′µ
∂xκ

∂x′ν
, (1.2.48)

の変換を受ける。これによって場の摂動だけでなく、座標点やゆらぎのない場まで影
響を受けてしまう。それよりはむしろ座標点やゆらぎのない場は変更せず、その代償
を場の摂動に押し付けてしまう方が楽である。このとき場の摂動が受ける変換をよく
ゲージ変換と呼ぶ。これを行うには座標変換 (1.2.47) を行った後に、座標のプライム
を取り、gµν(x) 全体の変化は hµν(x) の変化とみなせばよい。場の方程式はゲージ変換
hµν(x) → hµν(x) + ∆hµν(x) によって不変とならなければならない。ただし ∆hµν(x)

は、

∆hµν(x) = g′µν(x)− gµν(x), (1.2.49)
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である。このときゆらぎのない FLRW計量 ḡµν(x)は変化させない。式 (1.2.49)は同一
座標点の引き算であることに注意しよう。ε(x)と hµν(x)の 1次では、

∆hµν(x) = g′µν(x
′)− ∂gµν(x)

∂xλ
ελ(x)− gµν(x)

= −ḡλµ(x)
∂ελ

∂xν
− ḡλν(x)

∂ελ

∂xµ
− ∂ḡµν(x)

∂xλ
ελ, (1.2.50)

あるいはより詳しく見ると、

∆hij = − ∂εi
∂xj
− ∂εj
∂xi

+ 2aȧδijε0, (1.2.51)

∆hi0 = −∂εi
∂t
− ∂ε0
∂xi

+ 2
ȧ

a
εi, (1.2.52)

∆h00 = −2
∂ε0
∂t

. (1.2.53)

ただしすべての量は同一座標点で評価しており、また 1次の摂動では添字の上げ下げはゆ
らぎのない FLRW計量 ḡµν で行われ、例えば ε0 = −ε0, εi = a2εi である。エネルギー運
動量テンソルも同時にゲージ変換 δTµν(x) → δTµν(x) + ∆δTµν(x) される。式 (1.2.50)

と同様に、

∆δTµν = −T̄λµ(x)
∂ελ(x)
∂xν

− T̄λν(x)
∂ελ(x)
∂xµ

− ∂T̄µν(x)
∂xλ

ελ(x), (1.2.54)

あるいは、

∆δTij = −P̄
(
∂εi
∂xj

+
∂εj
∂xi

)
+
∂

∂t
(a2P̄ )δijε0,

∆δTi0 = −P̄ ∂εi
∂t

+ ρ̄
∂ε0
∂xi

+ 2P̄
ȧ

a
εi,

∆δT00 = 2ρ̄
∂ε0
∂t

+ ˙̄ρε0. (1.2.55)

これらゲージ変換をスカラー、ベクトル、テンソル成分で表すために、εµ の空間部分も
スカラー成分と零発散ベクトル成分に分けておこう。

εi = ∂iε
S + εVi , ∂iε

V
i = 0. (1.2.56)

このとき、変換 (1.2.51)-(1.2.53)や (1.2.55)は、式 (1.2.26)-(1.2.28)で定義される計量摂
動成分のゲージ変換を以下のように与えるし、

∆A =
2ȧ
a
ε0, ∆B = − 2

a2
εS ,

∆Ci = − 1
a2
εVi , ∆Dij = 0, ∆E = 2ε̇0,

∆F =
1
a

(
−ε0 − ε̇S +

2ȧ
a
εS
)
, ∆Gi =

1
a

(
−ε̇Vi +

2ȧ
a
εVi

)
, (1.2.57)
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式 (1.2.34)で定義される圧力、エネルギー密度、速度ポテンシャルの摂動のゲージ変換を、

∆δP = ˙̄Pε0, ∆δρ = ˙̄ρε0, ∆δu = −ε0, (1.2.58)

で与える。その他のエネルギー運動量テンソルの要素のゲージ変換はゼロである。

∆πS = ∆πVi = ∆πTij = ∆δuVi = 0. (1.2.59)

完全流体の条件 πS = πVi = πTij = 0や、非回転流の条件 δuVi = 0はゲージ不変であると
いうことである。
摂動量のゲージ変換が得られたので、あとはこれで好きなゲージに固定するだけであ
る。ここからはスカラー成分のみを見て行くが、以下によく使われる Newtonゲージを紹
介する。

Newtonゲージ

ここでは、まず εS を B = 0となるように選んで、ε0 を F = 0となるように選ぶ。これ
らの選択はともに一意なのでもうゲージ変換の自由度はない。このゲージを Newtonゲー
ジと呼ぶ。慣例的にこのゲージでは E と Aを以下のように記す。

E = 2Φ, A = −2Ψ. (1.2.60)

従って摂動の入った計量は、

g00 = −1− 2Φ, g0i = 0, gij = a2δij [1− 2Ψ], (1.2.61)

となる。ただしスカラー成分しか考えていないことに気をつけよう。重力の方程式
(1.2.37)-(1.2.40)は、

− 4πGa2[δρ− δP −∇2πS ] = aȧΦ̇ + (4ȧ2 + 2aä)Φ−∇2Ψ + a2Ψ̈

+6aȧΨ̇, (1.2.62)

−8πGa2∂i∂jπ
S = ∂i∂j [Φ−Ψ], (1.2.63)

4πGa(ρ̄+ P̄ )∂iδu = −ȧ∂iΦ− a∂iΨ̇, (1.2.64)

4πG(δρ+ 3δP +∇2πS) =
1
a2
∇2Φ +

3ȧ
a

Φ̇

+3Ψ̈ +
6ȧ
a

Ψ̇ +
6ä
a

Φ, (1.2.65)

となるし、運動量とエネルギーの保存則 (1.2.41)、(1.2.42)は、

δP +∇2πS + ∂0[(ρ̄+ P̄ )δu] +
3ȧ
a

(ρ̄+ P̄ )δu+ (ρ̄+ P̄ )Φ = 0,

δρ̇+
3ȧ
a

(δρ+ δP ) +∇2

[
a−2(ρ̄+ P̄ )δu+

ȧ

a
πS
]
− 3(ρ̄+ P̄ )Ψ̇ = 0, (1.2.66)
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となる。
式 (1.2.65)から 3/a2 をかけた式 (1.2.62)を引いて、πS と Φを消すために式 (1.2.63)

と (1.2.64)を使うと以下を得る。

a3δρ− 3Ha3(ρ̄+ P̄ )δu−
( a

4πG

)
∇2Ψ = 0. (1.2.67)

ここでゲージ不変な密度ゆらぎ∆ρ
*3を以下で定義しよう。

∆ρ =
δρ

ρ̄
− 3H(1 + ω)δu. (1.2.68)

ただし ω = P̄ /ρ̄である。これが本当にゲージ不変であるかは、実際に δρと δuのゲージ
変換 (1.2.58) と連続の式 (1.1.41)を使って確かめられる。

∆∆ρ =
˙̄ρ
ρ̄
ε0 + 3H(1 + ω)ε0 = 0. (1.2.69)

このゲージ不変密度ゆらぎを用いると式 (1.2.67)は、

∇2Ψ = 4πGa2ρ̄∆ρ, (1.2.70)

と、Poisson方程式の形となる。従って Ψ は Newton ポテンシャルのようなものだと理
解できる。

1.2.3 スーパーホライズン保存量

次章から明らかになるが、この節で考えているゆらぎは、インフレーション中に作られ
るものだと想定している。インフレーションから現在までには理論的に未知な現象が多く
あるので、素朴に考えるとインフレーションで作られたゆらぎから現在のゆらぎを計算す
ることはできなさそうであるが、実はスーパーホライズンスケールでのとあるゆらぎの量
は保存することが示される。この保存量が本項の主題である。
インフレーション中では共動ホライズンスケールは (aH)−1 ∝ e−Ht と指数関数的に小
さくなる。従ってゆらぎは次々とホライズンから出て保存される。一方放射や物質優勢期
では (aH)−1 ∝ t1/2, t2/3 と、共動ホライズンスケールは大きくなるので、保存されてい
たゆらぎがホライズンに入り、観測されるようになる、というわけである。
先に保存量の形を見てしまうと、Newtonゲージにおいて保存量は次のように表される。

ζq = −Ψq +
δρq

3(ρ̄+ P̄ )
. (1.2.71)

*3 ゲージ変換の記号と混同しないように注意しよう。
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ただし添字 q は Fourier 変換の波数 q 成分を意味する。この保存量は曲率ゆらぎと呼ば
れ、非常によく使われる。この節では、“どのようなエネルギー成分が優勢でも ζq が保存
量になるようなゆらぎの解が存在する”ことを示そう。この解を断熱解と呼ぶ。

q = 0成分

まず q = 0として、完全一様等方なゆらぎのみを考えることにしよう。このとき気をつ
けなければいけないのは、完全一様等方なゆらぎしか存在しない時、Newtonゲージを課
してもまだゲージ変換の自由度があるという点である。

Newtonゲージで、1次の空間一様な計量摂動は、

h00 = −2Φ(t), hi0 = 0, hij = −2δija2(t)Ψ(t) + a2(t)Dij(t). (1.2.72)

ただし Dij は拘束 Dii = 0がかかっている。これに対しまだゲージ自由度が残っている
わけだが、そのゲージ変換は Newton ゲージの条件と空間一様の条件は崩してはならな
い。ゲージ変換 (1.2.53)より、h00 が空間一様であり続けるためには ε0 は、

ε0(x, t) = ε(t) + χ(x), (1.2.73)

という形でなければならない。従って、

∆Φ =
1
2
∆E = ε̇. (1.2.74)

また式 (1.2.52)より、hi0 がゼロであり続けるために εi は、

εi(x, t) = a2(t)fi(x)− a2(t)
∂χ(x)
∂xi

∫
dt

a2(t)
. (1.2.75)

よって式 (1.2.51)から、

∆hij = −a2

(
∂fi
∂xj

+
∂fj
∂xi

)
+ 2δijaȧ[ε+ χ]− 2

∂2χ

∂xi∂xj

∫
dt

a
. (1.2.76)

hij に x依存性が出ないように χは定数に選ばなければならない。そしてその場合 εをシ
フトすることによって χ = 0とできる。また同様に fi は fi(x) = ωijx

j という形でなけ
ればならない。ここで ωij は定数行列である。xに依存しない fi の中の項は計量やその
他に全く影響しないので無視した。以上より、

∆hij = −a2[ωij + ωji] + 2δijaȧε. (1.2.77)

一方、hij の分解 (1.2.28)と Newtonゲージ条件 B = Ci = 0, A = −2Ψから、

∆hij = −2a2δij∆Ψ + a2∆Dij . (1.2.78)
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これらを比較して、 
∆Ψ =

1
2
ωii −Hε,

∆Dij = −ωij − ωji +
2
3
δijωkk,

(1.2.79)

を得る。さて、{hµν , Tµν}が運動方程式の解なら {hµν + ∆hµν , Tµν + ∆µν}も解であり、
従って {∆hµν ,∆Tµν} はいつでも解である。すなわちまずスカラーに対して以下の特別
な解を得る。

Ψ = Hε− ωii
3
, Φ = −ε̇,

δP = − ˙̄Pε, δρ = − ˙̄ρε, δu = ε, πS = 0. (1.2.80)

より一般に、任意の 4元スカラー sに対し、

δs = − ˙̄sε. (1.2.81)

またテンソルについては、

Dij ∝ ωij −
1
3
δijωkk, πTij = 0. (1.2.82)

q 6= 0成分へ

上で得られた解がきちんと q 6= 0成分の q → 0極限解になっているかを考えよう。実
はテンソル成分には特に問題がないのだが、スカラー成分については簡単ではなくて、
q = 0において (すなわち ∂i = 0)運動方程式 (1.2.63)は消失して情報を失ってしまって
いるのである*4。従って q 6= 0の解が q = 0の解 (πS = 0等)へと滑らかにつながるため
には、Φ = Ψを手で課さなければならない。すなわち、

ε̇ = −Hε+
ωkk
3
. (1.2.83)

ちなみに式 (1.2.64)も消失するが、手で入れるべき条件 δu = εはすでに得られているの
で問題ない。以上より、

ζ =
ωkk
3

= const. (1.2.84)

*4 もちろんこの運動方程式の消失が Newton ゲージを課した後にもゲージ自由度が残っていることの原因
であるが。
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を得、確かに ζ が保存していることがわかる。逆に εは、

ε(t) =
ζ

a(t)

∫ t

T
a(t′)dt′, (1.2.85)

と解けるので、

Ψ = Φ = ζ

[
−1 +

H(t)
a(t)

∫ t

T
a(t′)dt′

]
,

δP
˙̄P

=
δρ
˙̄ρ

= −δu = − ζ

a(t)

∫ t

T
a(t′)dt′, (1.2.86)

となる。ただし T は任意である。より一般に、任意の 4元スカラー sに対し、

δs
˙̄s

= − ζ

a(t)

∫ t

T
a(t′)dt′. (1.2.87)

また ζ = 0の時は別の定数 C を用いて、

ε(t) =
C
a(t)

,

Ψ = Φ =
CH(t)
a(t)

,

δρ
˙̄ρ

=
δP
˙̄P

= −δu =
δs
˙̄s

= − C
a(t)

, (1.2.88)

である。
重要な点はこれらスカラー成分は宇宙の個々の要素 αに対し、同じ δρα/ ˙̄ρα を与えると
いう点である。そしてそれは各ゆらぎがエネルギーを保存するか否かに関係なく成り立っ
ている。この理由のため、これらの解は断熱解と呼ばれる。
次章ではインフレーションで非零の ζ が作られることを見る。スケール因子の時間依存
性を、

a ∝ tm, m =
2

3(1 + ω)
=

{
1/2 放射優勢期
2/3 物質優勢期

(1.2.89)

とおいてみれば、非零の ζ に対する解 (1.2.86)は具体的に、

Ψ = Φ = −3(1 + ω)
5 + 3ω

ζ,
δs
¯̇s

= −3(1 + ω)
5 + 3ω

tζ, (1.2.90)

と計算できる。また前項で導入したゲージ不変な密度ゆらぎ ∆ρ は、Poisson 方程式
(1.2.70)より、

∆ρ,k = − k2

4πGa2ρ̄
Ψk =

k2

4πGa2ρ̄

3(1 + ω)
5 + 3ω

ζk =
2(1 + ω)
5 + 3ω

k2

a2H2
ζk. (1.2.91)
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ただし途中で Friedmann方程式 3H2 = 8πGρ̄を使った。以上より、特に物質優勢期であ
れば、

∆ρ =
2
5

k2

a2H2
ζ, (1.2.92)

となり、インフレーションで曲率ゆらぎ ζ が作られると、物質優勢期にこれだけのゲージ
不変な密度ゆらぎが作られることになる。
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第 2章

インフレーション

この章ではインフレーション [13–17] の基本的な物理を理解することを目標とする。イ
ンフレーションとは初期宇宙において宇宙が加速膨張している期間のことを指す。インフ
レーションは未だ理論的仮説にすぎないが、インフレーションが広く信じられている理由
として、ビッグバンにおける 3つの問題 [18–20]の解決と、ゆらぎの起源を与えることが
挙げられるだろう。特に後者、宇宙に存在するあらゆるエネルギー密度ゆらぎの種がイン
フレーションから作られる機構は、CMBの温度ゆらぎや銀河団の大規模構造の観測から
非常に高い精度でテストされており、宇宙論を数値的予言の行える強力な自然科学に昇華
させた画期的な仕組みである。インフレーションによって作られる密度ゆらぎの種を計算
することは、現代宇宙論の重要な課題の 1つであり、本論文の主題でもある。
章の構成としては、まずインフレーションの定義とビッグバンにおける 3つの問題、お
よびインフレーションによるその解決を見る。その後実際にインフレーションを起こす機
構について述べ、最後にインフレーションによって作られる密度ゆらぎの種について詳し
く述べていく。

2.1 加速膨張と 3つの問題

この節では初期宇宙にインフレーションと呼ばれる加速膨張期が存在することで、ビッ
グバンにおける 3つの問題が解決される様子を見る。ここではただインフレーションとい
う期間が存在することを仮定するだけで、実際にインフレーションを起こせるかどうかに
ついては以降の節で述べていく。
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2.1.1 インフレーションの定義

インフレーションは初期宇宙の加速膨張期として定義される。スケール因子 a(t) を用
いれば、

インフレーション⇔ ä > 0, (2.1.1)

と書ける。この加速膨張を指して、インフレーションを急激な宇宙膨張と表現することも
多い。

Hubbleパラメータ H = ȧ/aを用いれば、同値な定義として、

インフレーション⇔ d

dt

1
aH

< 0, (2.1.2)

とも書ける。(aH)−1 は共動 Hubble半径*1であるので、この定義はインフレーション中
に共動 Hubble半径は減少することを示している。従って、インフレーション中は因果関
係を持てる範囲がどんどん狭くなっていってしまう。これはインフレーションの重要な性
質である。
さらにインフレーションの条件を書き換えると、

インフレーション⇔ − Ḣ

H2
< 1. (2.1.3)

これは Hubble 時間スケールでの Hubble パラメータの減少はゆっくりであることを表
す。特にこれを強い不等式で置き換えた場合 |Ḣ| � H2、これをスローロール条件と呼
び、これが満たされる時、Hubbleパラメータはほぼ定数とみなすことができる。この時
宇宙はほぼ指数関数膨張 a ∝ eHt をする。H が厳密に定数である時、宇宙は de Sitter時
空となる。
ここまでの定義は重力理論として何も仮定していない。ここで Einstein重力を仮定す
るならば、加速度の方程式 (1.1.38)より、

インフレーション⇔ ρ+ 3P < 0, (2.1.4)

エネルギー密度 ρは常に正を仮定するので、圧力 P は負でなければならない。特にほぼ
指数関数膨張を得るには P ' −ρ が必要である。後にスカラー場を用いてこれを実現す
る機構を述べよう。

*1 あるいは以降これに対応するスケールをホライズンと呼んでしまう。前章見たように、これは純 de Sitter

時空では厳密に事象ホライズンに一致する。
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またビッグバン理論の成功につなげるために、インフレーションが終わった後、宇宙が
高温になる再加熱機構も仮定する。再加熱以降は放射優勢期となり、その後の発展はビッ
グバン理論と同様である。
最後にインフレーションの持続時間を表す e-foldings(または e-folds)N を定義してお
こう。

eN =
a(tf )
a(ti)

. (2.1.5)

ただし tf はインフレーションの終了時、tiはインフレーションの開始時を表す。e-foldings

は時間変数として使われることもしばしばある。例えば、ある時刻 tと e-foldingsを以下
のように対応づける。

eN(t) =
a(tf )
a(t)

. (2.1.6)

これは時刻 tの事象が、インフレーション終了よりどれだけ前に起こったかを表す指標で
あり、特に N(tf ) = 0である。tと N の時間の流れが逆になっていることに気をつけよ
う。一方 tと N の時間の流れを等しくし、

eN(t) =
a(t)
a(ti)

, (2.1.7)

と対応づけることもある。これは、その微分形、

dN = Hdt, (2.1.8)

の形でよく使われ、例えば運動方程式中で時間変数を無次元量に取り替えたい時などに便
利である。

2.1.2 平坦性問題

第 1 章で述べたように Planck 衛星の観測 [12] から宇宙は非常に高い精度で平坦
(ΩK0 = 0)であることがわかっている。条件を緩めても |ΩK0| < 1である。しかしこれ
はよく考えると不自然であることがわかる。なぜなら ΩK は放射、物質優勢期で増大する
のである。ΩK は定義より、

ΩK = − K

a2H2
= −K

ȧ2
. (2.1.9)

物質優勢期はおよそ z ∼ 3000 から現在 z = 0 まで続いているが、このとき a ∝ t2/3 よ
り ȧ ∝ t−1/3 ∝ a−1/2 ∝ (1 + z)−1/2 であり、従って ΩK ∝ 1 + z である。よって、現
在値 |ΩK0| < 1 であるなら、物質優勢期の初め (放射と物質が同じオーダー存在する時
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期なので等密度時 (equality) と呼ぶ) では |ΩK(zeq)|<∼ 1/3000 でなければならない。さ
らに遡って放射優勢期になれば、a ∝ t1/2 より、ȧ ∝ t−1/2 ∝ a−1 ∝ (1 + z)−1 なので、
ΩK ∝ (1 + z)2 となる。例えばニュートリノが熱平衡状態から脱結合 (decouple)したの
が z ∼ 1010 であるので、このころでは |ΩK(zdec)|<∼ 10−17 と計算される。より初期には
さらに小さくなければならない。従って |ΩK0| < 1であるには、宇宙初期に ΩK が非常
に小さい値に調整されていなければならない。この不自然さを平坦性問題と呼ぶ。
もちろんこれは “矛盾”ではなく、あくまで “自然さ”の問題であるし、またK = 0とな
る必然性が存在しているのかもしれない。しかしインフレーションを導入すれば、これは
とても自然に解決される。

さて、放射優勢期よりも前にインフレーションという加速膨張期があり、そのとき
Hubbleパラメータ H はほぼ定数であったと仮定しよう。このとき a ∝ eHt であるから、

ΩK =
K

a2H2
∝ a−2 ∝ e−2Ht, (2.1.10)

と、曲率項は急激に減少することがわかる！ 従って、この時期が十分長く続き、曲率項
が十分減少すれば、平坦性問題は自然に解決されるということである。
具体的にどの程度インフレーションが続けばよいのか定量的に見積もってみよう。自然
な仮定として、初め曲率項は 1のオーダーであるとする。

|K|
a2H2

∣∣∣∣
t=ti

∼ 1. (2.1.11)

ti はインフレーション開始時刻である。このとき、e-foldings の定義より、インフレー
ション終了時刻 tf では、

|K|
a2H2

∣∣∣∣
t=tf

∼ e−2N , (2.1.12)

となる。よって現在 |ΩK0| < 1となるには、

eN >
afHf

a0H0
, (2.1.13)

であればよい。ここでさらなる仮定としてインフレーション終了 tf と放射優勢期の開始
t1 がごく短い時間で接続されたとする (瞬間再加熱という)。

afHf ' a1H1. (2.1.14)

また、放射、物質優勢期の両方に使える便利な式、

H =
Heq√

2

√(aeq

a

)3

+
(aeq

a

)4

, (2.1.15)
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をここで導いておこう。ただし、teq は放射物質等密度時を表す。まず Friedmann方程式
より、

H =

√
1

3M2
p

(ρM + ρR). (2.1.16)

ただし放射と物質成分以外は無視した。放射密度と物質密度はそれぞれスケール因子の
−4乗と −3乗に比例することから、

H =

√
1

3M2
p

[(aeq

a

)3

ρMeq +
(aeq

a

)4

ρReq

]

=

√
1

3M2
p

· 2ρMeq ·
1
2

[(aeq

a

)3

+
(aeq

a

)4
]

=

√
1

3M2
p

ρeq ·
1
2

[(aeq

a

)3

+
(aeq

a

)4
]
. (2.1.17)

ρMeq = ρReq = 1
2ρeq に気をつけよう。最後に H2

eq = ρeq/3M2
p を使えば、式 (2.1.15)を

得る。ちなみに aeq は、

ΩR0

ΩM0
=

ΩReq

ΩMeq

aeq

a0
=
aeq

a0
⇔ aeq =

ΩR0

ΩM0
a0, (2.1.18)

であり、Heq は、

Heq =

√
1
M2
p

· 2ρMeq =
√

2

√
1
M2
p

ρM0

(
a0

aeq

)3

=
√

2ΩM0H0

(
a0

aeq

)3/2

, (2.1.19)

である。
これらより、a1 � aeq とすれば、

H1 =
Heq√

2

(
aeq

a1

)2

. (2.1.20)

よって、

eN >
H1

a0H0
aeq

(
Heq√
2H1

)1/2

=
(

ΩM0aeq

a0

)1/4√
H1

H0
=
(

ΩR0 ·
ρ1

ρc0

)1/4

, (2.1.21)
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となる。本論文では詳しく述べないが、CMB の温度が T0 = 2.7255K[12] であるこ
とから、光子と零質量の 3 世代ニュートリノが放射成分に寄与していると仮定すると
ΩR0 = 4.15× 10−5h−2 と計算できる。従って、ρc0 = (3.0× 10−3 eV)4h2 を用いれば、

eN >
ρ
1/4
1

0.037h eV
, (2.1.22)

を得る。ρ1 はインフレーション模型を仮定しないとわからないが、ここでは典型的な値
ρ1 ∼ (1016 GeV)4 を用いることにすれば、h = 0.6711より、

N > 61, (2.1.23)

だけインフレーションが続けば、平坦性問題は解決されることがわかる。

2.1.3 地平線問題

次に地平線 (ホライズン)問題を見ていこう。地平線問題とは、なぜ CMBの温度は非
常に一様等方なのか、という問題である。

CMB の現在温度は T0 = 2.7255K でほぼ一様等方であり、そのゆらぎは 10−5 程度
であることがわかっている [12]。さて、物質優勢期では H ∝ a−3/2 より、最終散乱面
zL ' 1100でのホライズン半径は、

dH ∼ H−1
0 (1 + zL)−3/2. (2.1.24)

一方、地球と最終散乱面の共動距離は ∼ (a0H0)−1 程度であるから、zL 時の物理的距
離は、

dA ∼ H−1
0 (1 + zL)−1, (2.1.25)

である*2。したがって、地球から最終散乱面時のホライズンを見込む角は、

θH =
dH
dA
∼ (1 + zL)−1/2 ∼ 1.6◦, (2.1.26)

しかないことになる。すなわち、本来 1.6◦ 程度の角度で見込める範囲しか相関がないは
ずなのに、現在の CMBは全天にわたって非常に高い精度で一様等方になっているのであ
る。これを地平線 (ホライズン)問題と呼ぶ。

*2 添字 Aは角径距離 (angular diameter distance)を意味する。2点 A、B を見込む角 θ は、2点から光
が出た当時 (時刻 t) の A、B の物理的距離 sを、当時の地球と 2点の物理的距離 dA = ra(t)で割った
s/dA として、求められる。
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この問題は、1つのパラメータを調整すれば解決できる平坦性問題よりはるかに難解で
ある。1.6◦ 角しかないホライズン領域は全天におよそ、

4π
π(1.6◦)2

∼ 5× 103個、 (2.1.27)

もの数存在する。地平線問題を “偶然”で解決するには、5× 103 個のホライズン領域すべ
ての CMB温度を、10−5 の精度で “偶然”にそろえなければならない。一方、インフレー
ションを導入しさえすれば、この問題は実にスマートに解決される。

放射優勢期の前にインフレーションという加速膨張期が存在すると、粒子ホライズンは
∼ H−1 から大きく変更される、というのが重要な点である。1.1.7 項で見たように、de

Sitter 時空の粒子ホライズンは ∝ eHt で増大する。従って、インフレーションが十分長
い時間起これば、粒子ホライズンは指数関数的に広がり、全天を覆い尽くすことができる
はずである。
定量的にインフレーションの持続時間を求めてみよう。式 (1.1.77)より、最終散乱面時

tL の粒子ホライズンは、

dH(tL) = a(tL)
∫ tL

ti

dt

a(t)
. (2.1.28)

ti はインフレーション開始時である。インフレーション中はほぼ de Sitter時空であると
して、

a(t) = af exp(−Hf (tf − t)), (2.1.29)

であるとする。ただし、tf はインフレーション終了時である。上の議論より、放射優勢期
以降のホライズンの増加量はほとんど無視できるので、インフレーション期のみで粒子ホ
ライズンが全天を覆うものとしよう。このとき、e-foldings N の定義より、

dH(tL) ' a(tL)
∫ tf

ti

dt

af exp(−Hf (tf − t))
=
a(tL)
afHf

(eN − 1), (2.1.30)

を得る。地平線問題を解決するために eN � 1 を期待するので、最右辺の 1 は無視しよ
う。大角度で CMBが一様となるためには、dH(tL) > dA(tL) ∼ a(tL)/a0H0 が必要であ
る。よって最終的に、

eN >
afHf

a0H0
, (2.1.31)

となる。これは、式 (2.1.13) と一致する。従って、地平線問題を解決するのに必要な
e-foldingsは平坦性問題を解決するのに必要な e-foldingsと同程度であり、その典型的な
値は N >∼ 61である。
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2.1.4 モノポール問題

最後に挙げる問題は、モノポール問題と呼ばれるものである。素粒子の大統一理論
によると、ある単連結ゲージ群 G が M ∼ 1016 GeV 程度のエネルギーで標準模型の
SU(3) × SU(2) × U(1) に自発的に破れるとされる。このように単連結ゲージ群が電磁
理論の U(1)を含むゲージ群に自発的に破れると、電磁場のねじれた配位から磁気単極子
(モノポール) が生成されることが示されている。モノポール配位はあらゆる連続的過程
で取り除くことができない安定な存在であるので、仮に宇宙がこの自発的対称性の破れを
経験したのならば、モノポールが大量に生成されて、現在も残っているはずである。
粒子ホライズンに 1個の割合でモノポールが生成されたとしよう。標準ビッグバン模型
では放射優勢期 (Gが破れるのはこの時期であろう)において、

dH ∼
1
H
∼ t ∼ Mp

T 2
. (2.1.32)

放射の温度 T は T ∝ a−1 ∝ t−1/2 であることを思い出そう。従って、モノポールが生成
された時 T ∼M の数密度は、

d−1
H ∼

(
Mp

M2

)−3

=
(
M

Mp

)3

M3. (2.1.33)

ここでM3 = T 3 は光子の数密度であるので、モノポールと光子の数密度比はM3/M3
p ∼

10−9 となる。ここで BBN と観測との整合性より、バリオンと光子の数密度比は η '
5× 10−9 とされる [2]。すなわち、バリオンとモノポールが同じオーダーだけ存在してし
まうことになる。ところがモノポールはいまだ発見されていない。これがモノポール問題
である。

インフレーションでの解決は単純である。モノポール生成前にインフレーションが起き
れば粒子ホライズンが eHt で広がるので、数密度は小さくなるし、逆に生成後にインフ
レーションが起きれば、そのままモノポール数密度は加速膨張によって薄められる。現
在、鉄鉱石や海水中のモノポール密度 nmon の制限は、

nmon < 10−6 g、または核子あたり 10−30、または光子あたり 10−39, (2.1.34)

となっている [21]。従って上の議論より、モノポールを 1030 倍薄めたいので、1010 の膨
張があればよい。e-foldingsで言えば、

eN > 1010 ⇔ N > log 1010 = 23, (2.1.35)

となる。
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2.2 スローロールインフレーション

2.2.1 スローロール近似

インフレーションを実際に起こすにはどのような機構を考えればよいだろうか。第 1章
で見たように宇宙に真空エネルギーが満ちていると、指数関数膨張が引き起こされる。そ
れは例えば場が一様に満ちていて、それがポテンシャルエネルギーを稼いでいればその
ような状況を再現できるだろう。Lorentz 対称性を破らないためにはそのような場はス
カラー場がよい。十分長い時間インフレーションが継続するように、スカラー場はポテ
ンシャルを “ゆっくり転がり落ちなければならない”。このように、スカラー場がポテン
シャルをゆっくり転がることによって引き起こされるインフレーションをスローロールイ
ンフレーションと呼び、このスカラー場をインフラトンと呼ぶ。
まずインフラトン φの作用を与えよう。

S =
∫
d4x
√
−g
[
−1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
=
∫
d4x
√
−gL. (2.2.1)

FLRW計量をおけば、

S =
∫
d4xa3(t)

[
−1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
, (2.2.2)

となる。ここから運動方程式は、

0 = ∂µ

(
δS

δ(∂µφ)

)
− δS

δφ

= φ̈+ 3
ȧ

a
φ̇− 1

a2
∇2φ+ V ′(φ). (2.2.3)

Minkowski時空との違いは、作用中の a3(t)に時間微分があたることで 3 ȧa φ̇ = 3Hφ̇項が
出る点である。この項は φ̇に比例していて摩擦として働くので、一般に Hubble摩擦と呼
ばれる。Hubble摩擦が強く効くとスローロールインフレーションが起こることになる。
スカラー場のエネルギー密度 ρ と圧力 P も与えておこう。エネルギー運動量テンソ
ルは、

Tµν = − ∂L
∂(∂µφ)

∂νφ+ gµνL, (2.2.4)

であるので、式 (1.1.35)と比較して、

ρ = −1
2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ) =

1
2
φ̇2 +

1
2a2

(∂iφ)2 + V (φ),

P = −1
2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ) =

1
2
φ̇2 +

1
2a2

(∂iφ)2 − V (φ), (2.2.5)
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となる。
ここからは空間一様なインフラトン φ(t)を考えることにして、空間微分項は落として
しまおう。あるいは、空間微分項は a−2 に比例するので、宇宙膨張で小さくなったと思っ
てもよい。このとき、運動方程式は、

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0, (2.2.6)

であるし、エネルギー密度と圧力は、

ρ =
1
2
φ̇2 + V (φ),

P =
1
2
φ̇2 − V (φ), (2.2.7)

である。従って、Friedmann方程式より、

H =
√

ρ

3M2
p

=

√
1
M2
p

(
1
2
φ̇2 + V (φ)

)
, (2.2.8)

を得る。式 (2.2.6)と (2.2.8)を組み合わせると、Ḣ について非常に便利な式を導くこと
ができる。式 (2.2.8)の両辺を時間微分して、さらに式 (2.2.6)を使うと、

2HḢ =
1

3M2
p

(φ̇φ̈+ V ′(φ)φ̇) = − 1
M2
p

Hφ̇2. (2.2.9)

従って、

Ḣ = − 1
2M2

p

φ̇2, (2.2.10)

となる。
ほぼ指数関数的な膨張を得るには Hubbleパラメータ H がほぼ定数でなければならな
い。従って、Hubble時間 1/H あたりのH の変化率 | ḢH

1
H |は 1より十分小さい必要があ

る。つまり、

|Ḣ| � H2, (2.2.11)

を要請しよう。式 (2.2.10)と (2.2.8)より、

φ̇2 � |V (φ)|, (2.2.12)

でもある。このとき式 (2.2.7)より、たしかに ρ ' −P となっていて、真空エネルギーと
して働いていることがわかる。条件 (2.2.12) をスローロール条件という。またこのとき
Hubbleパラメータは、

H '

√
V (φ)
3M2

p

, (2.2.13)
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である。
式 (2.2.13)が成り立っているとき、その時間微分についても近似がよいことを望むのは
自然であろう。これは、式 (2.2.10)より、

3Hφ̇ ' −V ′(φ), (2.2.14)

であることがわかる。これはまさに、運動方程式 (2.2.6)中で φ̈を無視した形になってい
る。すなわち、

|φ̈| � H|φ̇|, (2.2.15)

という条件を課したのと同じである。この条件もまた別のスローロール条件である。

これら 2つの条件をより見やすいものにするために、スローロールパラメータというも
のを導入しよう。その 1つ目を以下で定義する。

ε =
M2
p

2

(
V ′

V

)2

. (2.2.16)

今まで出てきた式を使えば、

ε =
M2
p

2

(
V ′

V

)2

'
M2
p

2

(
3Hφ̇

3M2
pH

2

)2

=
φ̇2

2M2
pH

2
= − Ḣ

H2
� 1, (2.2.17)

と変形できることがわかるだろう。従って、スローロール条件はスローロールパラメータ
εを用い、

ε� 1, (2.2.18)

と表すことができる。
もう 1つのスローロールパラメータは、式 (2.2.14)を時間微分することで得られる。式

(2.2.14)の時間微分は、

φ̈ ' −Ḣ
H
φ̇− V ′′φ̇

3H
. (2.2.19)

これをスローロール条件 (2.2.15)に代入すれば、∣∣∣∣∣ ḢH2
+

V ′′

3H2

∣∣∣∣∣� 1. (2.2.20)

第 1項は 1つ目のスローロールパラメータ εであり、1より十分小さいはずだから除いて、

η = M2
p

V ′′

V
� 1, (2.2.21)
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という条件になる。この η が 2つ目のスローロールパラメータである。
スローロールパラメータはポテンシャルの言葉で書かれているので、個々のインフレー
ション模型への見通しが良い。また、スローロールが破れ始めると、場はすばやく運動し
出し、さらにスローロールの破れを加速するので、スローロールパラメータはスローロー
ルの破れに非常に敏感である。そのため、スローロールパラメータが 1のオーダーになる
点はインフレーション終了の指標として大変便利である。

2.2.2 スローロールインフレーション模型

具体的にスローロールインフレーション模型を 2つほど考察しよう。

1 つ目はカオティックインフレーション [22] について述べよう。カオティックインフ
レーションではインフラトンは 1実スカラー場で、そのポテンシャルは V (φ) = 1

2m
2φ2、

または V (φ) = λ
4φ

4 で与えられる。より一般にはポテンシャルが V (φ) = λφn

nMn−4
p
の形で

与えられる場合もカオティックインフレーションと呼ぶ。ここでは、質量項のみのカオ
ティックインフレーション、V (φ) = 1

2m
2φ2 について考えよう。mはインフラトン φの

質量である。
カオティックと呼ばれる所以は、このインフレーションの初期条件の取り方から来てい
る。宇宙が始まってから Planck時間程度の時間しかたっていない時 t ∼M−1

p 、量子力学
の不確定性関係∆E∆t >∼ 1より、インフラトン場は Planckエネルギー程度のエネルギー
密度を持ち得る。

ρ ∼M4
p . (2.2.22)

式 (2.2.5) からスカラー場のエネルギー密度は、運動エネルギー 1
2 φ̇

2 と勾配エネルギー
1

2a2 (∂iφ)2 とポテンシャル項 V (φ) から成るが、これらそれぞれが Planck エネルギー程
度であるのが自然であろう。

φ̇2 ∼M4
p ,

(∂iφ)2 ∼M4
p ,

V (φ) ∼M4
p . (2.2.23)

カオティックインフレーションではこれらを初期条件とする。このように特別な初期値を
必要とせず、単に量子ゆらぎでランダムに配置された点から出発できるので、“カオティッ
ク”の名がついている。
ポテンシャルエネルギーに注目すれば、

V =
1
2
m2φ2 ∼M4

p , (2.2.24)
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より、

φ ∼
(
Mp

m

)
Mp �Mp. (2.2.25)

ただし、インフラトンの質量mは Planck質量Mp より十分小さいとしている。従って、
インフレーション開始時、インフラトン場の値は Planck質量Mp より遥かに大きいこと
になる。質量項ポテンシャル V = 1

2m
2φ2 に対し、スローロールパラメータ εと ηを計算

すれば、式 (2.2.16)と (2.2.21)より、

ε = η =
2M2

p

φ2
, (2.2.26)

を得る。従って確かに φ � Mp であれば、ε = η � 1となり、スローロールインフレー
ションが起こる。質量項カオティックインフレーションでは、φ =

√
2Mp となると、

ε = η = 1となりインフレーションが終わる。

カオティックインフレーションのようにインフラトン場が Planck質量より大きな値を
とるインフレーションを大場 (large field)インフレーションと呼ぶ。現在我々が扱える場
の理論は、重力効果が十分弱い場合のみであるので、Planck質量を超えるような量があ
る理論はいささか疑問視される。これに対しインフラトン場が Planck質量より小さな値
のインフレーションを小場 (small field) インフレーションと呼ぶ。次に説明するハイブ
リッドインフレーションは、質量項ポテンシャルをさらに “底上げ”することによって、
φ�Mp でインフレーションを起こす、小場インフレーションの一例である。
ハイブリッドインフレーション [23, 24]のポテンシャル形は以下で与えられる。

V (φ, ψ) = Λ4

[(
1− ψ2

M2

)2

+
φ2

µ2
+ 2

φ2ψ2

φ2
cM

2

]
. (2.2.27)

ポテンシャルを見てわかるように、ハイブリッドインフレーションではインフラトン場
φの他にもう 1つ、滝場と呼ばれるスカラー場 ψ が導入される。Λ, µ,M, φc は模型パラ
メータである。見やすいように、ポテンシャルを次のように変形しよう。

V (φ, ψ) = Λ4 +
1
2

(
2Λ4

µ2

)
φ2

+
1
2

[
4Λ4

M2

(
φ2

φ2
c

− 1
)]

ψ2 +
1
4

(
4Λ4

M4

)
ψ4. (2.2.28)

こうすると、インフラトン φ の 2 乗質量は m2
φ = 2Λ4/µ、滝場 ψ の 2 乗質量は m2

ψ =
4Λ4

M2

(
φ2

φ2
c
− 1
)
で与えられることがわかる。重要なのは、φc < φで ψ の 2乗質量は負に

なり、タキオニックになるという点である。φc 付近のポテンシャルを図 2.1に示した。図



44 第 2章 インフレーション

Φ

Ψ

図 2.1. ハイブリッドインフレーションの φc 付近でのポテンシャル図。前後がインフラトン場 φ

で、左右が滝場 ψ である。赤い点が (φ, ψ) = (φc, 0)の臨界点で、これを境に滝場方向に不安定に
なっていることがわかる。奥方向から場が転がってきて、臨界点を過ぎると滝場方向に急激に場が
転がり、スローロール条件を破ってインフレーションが終わる。

からわかるように、φ > φc ではm2
ψ > 0であり、かつ ψ4 項もあるので、ψ方向のポテン

シャルは強く立っている。従って、場はまず ψ = 0付近まですばやく転がり、そして、φ
方向に原点に向かってゆっくり転がる。そして φc を過ぎると、m2

ψ < 0となることで ψ

方向に不安定になり、左右どちらかに急激に転がってインフレーションが終わる。これが
ハイブリッドインフレーションのダイナミクスである。点 (φ, ψ) = (φc, 0)はm2

ψ の正負
を分ける点であり、臨界点と呼ばれる。
特に ψ = 0 では φ のポテンシャルは 質量項 + 底上げV0 = Λ4 の形である。ポテ
ンシャルが底上げされているので、Hubble 摩擦が効きやすく、φ � Mp でもインフ
レーションを起こすことができる。実際スローロールパラメータを計算してみると、
V0 = Λ4 � 1

2m
2
φφ

2 とすれば、

εφ|ψ=0 =
M2
p

2

(
Vφ
V

)2
∣∣∣∣∣
ψ=0

=
M2
p

2

(
m2
φφ

1
2m

2
φφ

2 + V0

)2

'M2
p

m2
φ

V0

1
2m

2
φφ

2

V0
�M2

p

m2
φ

V0
,

ηφφ|ψ=0 = M2
p

Vφφ
V

∣∣∣∣
ψ=0

'M2
p

m2
φ

V0
, (2.2.29)
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となる。ただし、Vφ = ∂V/∂φ等であり、ψはゼロに固定されていると思って φ方向だけ
を見ている。式 (2.2.29)より、V0 � m2

φM
2
p であればスローロールインフレーションが

起こることがわかる。m2
φ �M2

p としておけば、V0 �M4
p とすることもでき、小場イン

フレーションの理念も崩さない。φ � Mp であっても、V0 � m2
φM

2
p � 1

2m
2
φφ

2 と、上
で課した条件を良くするのみである。
以上より、臨界点より上では小場スローロールインフレーションが起こることがわか
る。臨界点以降の詳しいダイナミクスは本論文の主題であり、第 5章で扱う。

2.2.3 再加熱

スローロール条件が破れた後、宇宙がどのような発展を行うかを考えよう。カオティッ
クインフレーションを例にとれば、インフラトンの運動方程式は、

φ̈+ 3Hφ̇ = −V ′ = −m2φ. (2.2.30)

ここで、スローロールが破れて、スローロールパラメータ ε = η*3が 1 より十分大きく
なっていたとする。

η = M2
p

V ′′

V
=

m2

3H2
� 1. (2.2.31)

従って、今H � mであるので、Hubble摩擦の項は無視できる。すなわち運動方程式は、

φ̈ = −m2φ. (2.2.32)

これは調和振動子の方程式であり、その解は、

φ = A cos(mt+B), (2.2.33)

のように与えられる。さて、ここに Hubble摩擦を考慮して、この振動がどのように減衰
するかを考えよう。運動方程式に φ̇をかければ、

φ̈φ̇+ 3Hφ̇2 +m2φφ̇ = 0,

⇔ d

dt

(
1
2
φ̇2 +

1
2
m2φ2

)
= −3Hφ̇2. (2.2.34)

左辺の被微分関数は、式 (2.2.7) よりインフラトン場のエネルギー密度 ρφ である。一方
右辺であるが、今振動の時間スケール m−1 より宇宙膨張の時間スケール H−1 の方が十
分大きいので、1周期平均量を考えればよい。1周期平均をブラケットで表すとすれば、

〈φ̇2〉 = 〈A2m2 sin2(mt+B)〉 =
1
2
A2m2. (2.2.35)

*3 質量項カオティックインフレーションでは ε = η だったことを思い出そう。
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また、インフラトンエネルギー ρφ は、

ρφ =
1
2
A2m2 sin2(mt+B) +

1
2
m2A2 cos2(mt+B) =

1
2
A2m2. (2.2.36)

従って、右辺の 1周期平均をとった運動方程式は、

ρ̇φ = −3Hρφ = −3
ȧ

a
ρφ. (2.2.37)

この解 ρφ ∝ a−3 はまさに物質密度と同じスケール因子依存性である。すなわち、スロー
ロールインフレーションが終わった後、インフラトン場は原点付近で振動し、これは物質
のように振る舞うため、宇宙は Einstein-de Sitter時空となる。
カオティックインフレーションでない場合も、ポテンシャルの零点付近では Taylor展
開の最低次、すなわち 2次項が最も効くと考えられ、やはり振動するインフラトン場は物
質のように振る舞うという近似がよい。

さて、このままインフラトンが減衰振動しているだけでは、宇宙には何も粒子がなく
なってしまう。そこで、インフラトンは他の粒子と結合しており、最終的に標準模型粒子
にまで崩壊するとする。このときインフラトンのエネルギーはすべて標準模型粒子に渡さ
れ、高温となった標準模型粒子は熱い宇宙を作り、ビッグバン模型に接続される。この機
構を再加熱 (reheating)と呼ぶ。
ここでは簡単のため、インフラトンが直接標準模型粒子へ崩壊するとする。インフラト
ンの崩壊率を Γφ とすれば、崩壊の時間スケール Γ−1

φ と宇宙膨張の時間スケール H−1 が
同じ程度になった時に、実効的に崩壊が起こる。この瞬間すぐに宇宙は放射優勢宇宙にな
るとすれば、その温度 TR は、

Γφ ' H =
(

ρ

3M2
p

)1/2

=
(
π2g∗
30

T 4
R ·

1
3M2

p

)1/2

, (2.2.38)

より、

TR '
(
π2g∗
90

)−1/4

(ΓφMp)1/2, (2.2.39)

となる。この温度 TR を再加熱温度と呼ぶ。

以上より、インフレーション宇宙模型では、インフレーション期→物質優勢期→放射
優勢期と標準ビッグバン模型に接続され、その後物質優勢期、真空エネルギー優勢期を経
験することとなる。
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2.2.4 e-foldings

時刻 N での Hubble半径が現在どの程度の大きさになっているかを考えよう。インフ
レーション終了時刻を tf、再加熱時刻 tR、等密度時を teq、現在を t0 とすれば、時間の
流れは tN < tf < tR < teq < t0 である。時刻 tN での Hubble半径H−1(tN )が宇宙膨張
によって現在 LN になっているとすると、

LN =
a(t0)
a(tN )

H−1(tN )

=
a(tf )
a(tN )

a(tR)
a(tf )

a(t0)
a(tR)

H−1(tN ), (2.2.40)

という関係がある。インフレーション中の Hubble パラメータ H はほぼ定数だとして、
H−1(tN ) ' H−1

I と置き換えることにする。
まず、a(tf )/a(tN )は e-foldingsの定義より eN である。
次に tf ≤ t ≤ tR は前項で見たように、インフラトンが振動する、物質優勢期であった。
従って、インフラトンエネルギー ρφ はスケール因子の −3乗に比例する。

ρφ(tR) =
(
a(tf )
a(tR)

)3

ρφ(tf ),

⇔ a(tR)
a(tf )

=
(
ρφ(tf )
ρφ(tR)

)1/3

. (2.2.41)

インフレーション終了時 tf のインフラトンエネルギーは ρφ ' 3M2
pH

2
I で与えられ

るだろう。一方、再加熱時 tR のインフラトンエネルギーは再加熱温度 TR を使って、
ρφ(tR) ' π2

30 g∗T
4
R である。よって、

a(tR)
a(tf )

=

(
3M2

pH
2
I

π2

30 g∗T
4
R

)1/3

, (2.2.42)

となる。
最後に a(t0)/a(tR)は tR 以降のエントロピー保存を考えて求める。エントロピー保存
則より、

s(TR)a3(tR) = s0a
3(t0),

⇔ a(t0)
a(tR)

=
(
s(TR)
s0

)1/3

=

(
2π2

45 g∗T
3
R

s0

)1/3

. (2.2.43)

エントロピー密度の現在値 s0 は光子とニュートリノがエントロピーを持っていると思え
ば、CMB温度から計算でき、s0 = 2.8× 103 cm−3 となる。
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以上を合わせると、

LN = eN

(
3M2

pH
2
I

π2

30 g∗T
4
R

)1/3(
2π2

45 g∗T
3
R

s0

)1/3

= 4.3× 104 cm eN
(

HI

1010 GeV

)−1/3(
TR

1010 GeV

)−1/3

. (2.2.44)

あるいは、

N = 52.6 + ln
(

LN
1000Mpc

)
+

1
3
ln
(

TR
1010 GeV

)
+

1
3
ln
(

HI

1010 GeV

)
, (2.2.45)

となる。現在の Hubble 半径は H−1
0 ' 4000Mpc であるので、時刻 N ' 50 − 60 程度

の Hubble半径に一致する。これは現在観測可能な範囲を表すので、これを観測可能宇宙
(observable universe)という。後述するが、インフレーション中では各時刻、ホライズン
スケールのゆらぎが生成される。従って時刻 N に作られるゆらぎは、波数 k = (aLN )−1

を持つ。
観測可能宇宙を包括できるほどスローロールインフレーションを持続できるか考えよ
う。ここでは、時刻 tと e-foldings N の流れが逆向きの、

N = ln
a(tf )
a(tN )

, (2.2.46)

で定義する。tf はインフレーション終了時刻で、tN は e-foldings N に対応する時刻であ
る。このとき、

dN

dtN
= − ȧ(tN )

a(tN )
= −H(tN ), (2.2.47)

であるので、

N =
∫ tf

tN

Hdt, (2.2.48)

でもある。ここでスローロールインフレーションを仮定して、3Hφ̇ = −V ′ や 3M2
pH

2 =

V を用いれば、

N =
∫ tN

tf

(−H)dt =
∫ φN

φf

(−H)
dt

dφ
dφ =

∫ φN

φf

3H2

V
=
∫ φN

φf

V

V ′M2
p

dφ, (2.2.49)

と計算することができる。tN としてインフレーション開始時刻 ti を代入すれば、全
e-foldings Ntot は、

Ntot =
∫ φi

φf

V

V ′M2
p

dφ. (2.2.50)
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スローロールを仮定すれば、e-foldingsもポテンシャル形で表すことができた。
カオティックインフレーションの場合、φf =

√
2Mp であったので、

N =
∫ φi

√
2Mp

1
2m

2φ2

m2φM2
p

dφ =
1

4M2
p

(φ2
i − 2M2

p ), (2.2.51)

となる。カオティックインフレーションのスローロールパラメータ、

ε = η =
2M2

p

φ2
, (2.2.52)

は、φ が大きければ大きいほど 1 より十分小さく、スローロール条件がよい。従って φi

を十分大きくとれば、60 e-foldings 以上スローロールインフレーションを続けることが
できる。ハイブリッドインフレーションでも、φ > φc で ψ ' 0であれば簡単に計算でき
る。このときポテンシャル形は V = V0 + 1

2m
2
φφ

2 ' V0 であったので、インフレーション
は臨界点 φc で終わるとすれば、

N '
∫ φi

φc

V0

m2
φφM

2
p

dφ =
V0

m2
φM

2
p

log
φi
φc
, (2.2.53)

となる。V0 � m2
φM

2
p が必要であったので、φi は φc に近くても容易に 60 e-foldings以

上かせぐことができる。

2.3 インフレーションにおけるゆらぎの生成

前節まではインフラトン場を空間一様だと近似して、インフレーションのダイナミクス
を計算した。ここからはインフレーションの重要な主題である、“ゆらぎの生成”を扱う。
インフレーション中、インフラトン場の線形ゆらぎは重力との相互作用によって “凍結”

されるということが起こる。これが前章で扱った曲率ゆらぎ ζ を生成し、宇宙のさまざま
の構造の種となる。この節ではスーパーホライズンスケールのインフラトン場のゆらぎが
凍結される様子を見よう。

2.3.1 線形ゆらぎ

この項ではほぼ指数関数膨張するインフレーション中での、インフラトン場の線形ゆら
ぎを見よう。時空のゆらぎは無視することとする。初めに便利な時間変数、共形時間 τ を
以下で定義する。

adτ = dt, τ =
∫ t dt′

a(t′)
. (2.3.1)
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de Sitter時空 a ∝ eHt では、

τ = − 1
aH

, (2.3.2)

となる。ただし t = +∞が τ = 0となるよう積分定数を選んでいる。共形時間は常に負
であることに注意しよう。この時間変数に対し平坦 FLRW計量は、

ds2 = a2[−dη2 + dx2],
gµν = a2 × diag(−1, 1, 1, 1), gµν = a−2 × diag(−1, 1, 1, 1), (2.3.3)

と、Minkowski時空を単にスケール変換 (共形変換)した形になる。この時スカラー場の
作用は、

S =
∫
dτd3x

√
−g
[
−1

2
gµν∂µφ∂νφ− V

]
,

=
∫
dτd3x

[
a2

2
φ̇2 +

a2

2
(∇φ)2 − a4V

]
(2.3.4)

となる。ここでプライムは共形時間 τ での微分である。以降ではインフラトン場の線形ゆ
らぎを見るために、ポテンシャル項は質量項 1

2m
2φ2 で近似し、高次項は落とす。スケー

ル因子を吸収するために場を ϕ = aφと再定義しよう。このとき、

φ′ =
(ϕ
a

)′
=
ϕ′

a
− a′ϕ

a2
,

a2φ′2 = a2

(
ϕ′

a
− a′ϕ

a2

)′

= ϕ′2 − 2
a′

a
ϕϕ′ +

a′2

a2
ϕ2, (2.3.5)

であり、部分積分、

− 2
a′

a
ϕϕ′ →

(
a′

a

)′

ϕ2 =
(
a′′

a
− a′2

a2

)
ϕ2, (2.3.6)

を用いれば、作用は、

S =
∫
dτd3x

[
1
2
ϕ′2 +

1
2
(∇ϕ)2 +

1
2

(
a′′

a
− a2m2

)
ϕ2

]
, (2.3.7)

と書き直せる。これは単にMinkowski時空中の、時間変化する 2乗質量 a2m2 − a′′/aを
持ったスカラー場 ϕの作用である。従ってその運動方程式も簡単で、

ϕ′′ −∇2ϕ+
(
a2m2 − a′′

a

)
ϕ = 0. (2.3.8)

Fourier空間に移行して、

ϕ′′
k +

(
k2 − a′′

a
+ a2m2

)
ϕk = 0. (2.3.9)
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de Sitter時空近似では、

ϕ′′
k +

[
k2 −

(
2− m2

H2

)
1
τ2

]
ϕk = 0. (2.3.10)

ちなみにスローロールインフレーションでは、

η = M2
p

V ′′

V
=

1
3
m2

H2
� 1, (2.3.11)

であることに注意しよう。
次にスカラー場を量子化しよう。

ϕ̂(x, τ) =
∫

d3k

(2π)3
ϕ̂k(τ)eik·x

=
∫

d3k

(2π)3
[ϕk(τ)âk + ϕ∗

k(τ)â
†
−k]eik·x. (2.3.12)

モード関数 ϕk ももとの運動方程式 (2.3.10)を満たす。

ϕ′′
k +

[
k2 −

(
2− m2

H2

)
1
τ2

]
ϕk = 0. (2.3.13)

ϕ̂とその共役運動量 π̂ = ϕ̂′ に正準交換関係、

[ϕ̂(x, τ), π̂(y, τ)] = iδ(x− y),
[ϕ̂(x, τ), ϕ̂(y, τ)] = [π̂(x, τ), π̂(y, τ)] = 0, (2.3.14)

を課して量子化するとする。生成消滅演算子の交換関係は、

[âk, â
†
k′ ] = (2π)3δ(k− k′), [âk, âk′ ] = [â†k, â

†
k′ ] = 0, (2.3.15)

であるとすると、正準交換関係 (2.3.14)に代入して、

[ϕ̂(x, τ), π̂(y, τ)] = −
∫

d3k

(2π)3
eik·(x−y)(ϕ∗

kϕ
′
k − ϕkϕ∗′

k ) = iδ(x− y), (2.3.16)

であるので、規格化条件、

ϕ∗
kϕ

′
k − ϕkϕ∗′

k = −i, (2.3.17)

を得る。後は初期条件を決めればモード関数の解が得られる。初期条件を決めるために十
分過去 k � −1/τ = aH を考えよう。この時運動方程式は、

ϕ′′
k + k2ϕk = 0, (2.3.18)

である。これはMinkowski時空上の零質量自由粒子の運動方程式そのものである。十分
過去の条件 k � −1/τ = aH はすなわち十分サブホライズンの条件であり、この成分の
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波長 1/k はホライズンより非常に短いので時空の曲がりを感じないからである。初期条
件を決めるにはさらにこのときの宇宙の状態を決めなければならない。そこで十分過去で
は宇宙は、以下で定義される真空であったと仮定する。

ak |0〉 = 0 for all k. (2.3.19)

この真空は Bunch-Davies真空と呼ばれる。粒子、または反粒子に正振動数モードと負振
動数モードが混ざっていると、真空が Hamiltonianの固有状態にならないので、粒子とし
ては正振動数か負振動数のどちらかを選ばなければならない。ここでは正振動数を粒子、
負振動数を反粒子と選ぼう。規格化条件 (2.3.17)を考慮して、

ϕk =
1√
2k
e−ikτ . (2.3.20)

この初期条件で運動方程式 (2.3.13)の解は、

ϕk(τ) = ei
2ν+1

4 π

√
π

4k

√
−kτH(1)

ν (−kτ), (2.3.21)

となる [3]。ただし H
(1)
ν は第 1種 Hankel関数で、ν は、

ν =

√
9
4
− m2

H2
' 3

2
− m2

3H2
, (2.3.22)

である。従って、もとの場 φk の解は、

φk =
ϕk
a

=
√
π

2
Hτ3/2H(1)

ν (−kτ). (2.3.23)

ただし ei
2ν+1

4 π において ν = 3/2としてしまった。de Sitter近似において τ = −(aH)−1

であることに注意しよう。
Hankel関数は 2つの Bessel関数の和として表せる。

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iYν(x). (2.3.24)

Jν , Yν はそれぞれ第 1種、第 2種 Bessel関数である。Bessel関数は x→∞で次の漸近
形を持つ。

√
xJν(x) '

√
2
π

cos
(
x− 2ν + 1

4

)
,

√
xYν(x) '

√
2
π

sin
(
x− 2ν + 1

4

)
. (2.3.25)
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図 2.2. 繰り込まれた場 ϕk(τ) 中の
√
xH

(1)
ν (x) の 2 乗プロット。ただし ν = 3/2 としている。

x|H(1)
ν (x)|2 はサブホライズン x = −kτ > 1 では定数 2/π に漸近して、スーパーホライズン

x = −kτ < 1では発散している様子がわかる。またその実部 xJ2
ν (x)と虚部 xY 2

ν (x)はサブホライ
ズンでは振動しているが、スーパーホライズンでは振動をやめ、実部が減衰し、虚部が成長してい
るのも見て取れる。

つまり十分サブホライズン −kτ = k/aH � 1で確かに、ϕk は自由粒子の平面波として、
位相振動のみの形をしている。一方 x→ 0では、Bessel関数は次の形に漸近する。

Jν(x) '
1

Γ(ν + 1)

(x
2

)ν
→ 0,

Yν(x) ' −
Γ(ν)
π

(
2
x

)ν
→∞. (2.3.26)

すなわち十分スーパーホライズン −kτ = k/aH � 1になると Hankel関数は位相振動を
やめ、その虚部の大きさが非常に大きくなる。その様子は図 2.2に示した。これは運動方
程式 (2.3.13)中で、実効 2乗質量 k2 −

(
2− m2

H2

)
1
τ2 が負になることで、不安定性が生じ

るためである。もとの場 φ = ϕ/aは指数関数的に増大するスケール因子で ϕを割ってい
るので、ϕの急激な成長と打ち消し合い、定数に漸近することになる。実際にゆらぎの相
関を計算することでこれを見よう。
ゆらぎの 2点相関関数の Fourier変換をパワースペクトルと呼び、以下で定義される。

Pϕ(k, t) =
∫
d3x 〈ϕ̂(0, t)ϕ̂(x, t)〉 e−ik·x. (2.3.27)

量子期待値 〈O〉 は Bunch-Davies 真空に対して評価されている。あるいは上と同値な式
として、

〈ϕ̂†
k(t)ϕ̂k′(t)〉 = (2π)3δ(k− k′)Pϕ(k, t). (2.3.28)
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図 2.3. 左図は、もとの場の大きさ |φk(τ)|2 = π
4
H2

k3
(−kτ)3|H(1)

ν (−kτ)|2 を時間 τ の関数と見て、
x3|H(1)

ν (x)|2 をプロットした図。ただし ν = 3/2である。スーパーホライズン x = k/aH < 1で
定数 23Γ2(3/2)/π2 に漸近している様子がわかる。右図では、|φk(τ)|2 を波数 k の関数として (例
えば数値的に τ = 1の時刻をとって)、|H(1)

ν (k)|2 をプロットしている。サブホライズン x > 1成
分はスーパーホライズン x < 1成分よりはるかに小さい。第 3章ではスーパーホライズン成分に対
してサブホライズン成分を微小な摂動とみなすが、その理由はここにある。

左辺に式 (2.3.12)を代入して、生成消滅演算子の交換関係 (2.3.15)を使えば、パワースペ
クトルはモード関数を用いて、

Pϕ(k) = |ϕk|2, (2.3.29)

と簡単に表される。モード関数の解はすでに得られているのだから、パワースペクトルは、

Pϕ(k) =
π|τ |
4
|H(1)

ν (−kτ)|2 =
π|τ |
4

[J2
ν (−kτ) + Y 2

ν (−kτ)]. (2.3.30)

Bessel関数のスーパーホライズン漸近形 (2.3.26)を使えば、

Pϕ(k) ' π|τ |
4

Γ2(ν)
π2

(
− 2
kτ

)2ν

, (2.3.31)

と −τ → 0で確かに発散する。もとの場 φのパワースペクトルは、Pϕ を a2 で割って、

Pφ(k) '
H2

2k3
= const. (2.3.32)

ただし ν ' 3/2とした。確かにゆらぎ φk の相関はスーパーホライズンスケールで定数に
漸近することがわかる。これをゆらぎの凍結と呼ぶ。凍結の様子を図示したものが図 2.3

である。また、式 (2.3.31)の
(
− 2
kτ

)2ν で ν = 3/2とせずに ν = 3/2 −m2/3H2 とする
ことで、質量からの補正を取り入れることができて、

Pφ(k) '
H2

2k3

(
k

2aH

) 2m2

3H2

, (2.3.33)
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となる。スーパーホライズン k/aH < 1 では、質量の効果によってゆらぎが減衰し、パ
ワースペクトルが小さくなることがわかる。
また以下で定義されるパワースペクトルもよく使われる。

Pφ(k) =
k3

2π2
Pφ(k). (2.3.34)

零質量近似では、

Pφ(k) =
(
H

2π

)2

, (2.3.35)

となり、これはスケールに依存しない。ここから、インフレーションでは一般的にスケー
ル不変なゆらぎが得られると言われる。
いずれにせよインフラトン場 φのゆらぎはスーパーホライズンで凍結することがわかっ
た。次節では凍結されたゆらぎを曲率ゆらぎ ζ に変換する手法、δN 形式について議論す
るが、その前にこの凍結という現象についてもう少し述べておこう。

2.3.2 ゆらぎの古典化

前項ではゆらぎの凍結について見た。ゆらぎの凍結は重力の効果によって、繰り込まれ
たインフラトン場 ϕk の実効的 2乗質量がスーパーホライズンで負になり、その不安定性
によってモード関数 ϕk が急激に成長することによって起こるのであった。そしてこのと
きモード関数は位相振動をやめるのを見たが、これがゆらぎの “古典化”という重要な現
象を引き起こす [33]。この古典化によって、スーパーホライズンのインフラトン場ゆらぎ
は量子場ではなく、統計的乱数として扱うことができるようになる。第 1章での宇宙論的
ゆらぎの議論はすべて古典的な扱いによって展開されたが、それがこの古典化によって保
証されるのである。
最初に簡易的に古典化を議論しよう。繰り込まれたインフラトン場のモード関数 ϕk の
解は、

ϕk(τ) = ei
2ν+1

4 π

√
π

4k

√
−kτH(1)

ν (−kτ), (2.3.36)

であったが、スーパーホライズンでの Bessel関数の漸近形より、スーパーホライズンで、

ϕk(τ)→
iΓ(ν)

2

√
−τ
π

(
2
−kτ

)ν
, (2.3.37)

とモード関数は純虚数になる。従ってインフラトン場演算子は、

ϕ̂k = ϕk(τ)[âk − â†−k], (2.3.38)
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と書ける。重要なのは生成演算子と消滅演算子の係数が等しいので、これは常に演算子
âk− â†−k に比例した演算子である。従って、一度 ϕ̂k の固有状態になると、その状態は以
降ずっと ϕ̂k の固有状態のままである。これを以て、ϕ̂k は何らかの固有値 ϕk に古典化し
たという。実際、式 (2.3.38)に対し、その共役運動量 π̂k は、

π̂†
k = ϕ̂′†

k = −ϕ′∗
k (τ)[â−k − â†k] ∝ ϕ̂−k, (2.3.39)

と ϕ̂−k に比例してしまうので、これらは交換する。

[ϕ̂k, π̂
†
k] = 0. (2.3.40)

この意味でもインフラトン場のゆらぎは古典化したと言える。
もちろんこれはあくまで簡易的な議論である。上で場が交換してしまったのは、Hankel

関数の中の実部 Jν を無視したからであって、Jν を無視しなければ場の交換関係は、

[ϕ̂k, π̂
†
k′ ] = i(2π)3δ(k− k′), (2.3.41)

のままである。定量的に見るためにモード関数の言葉に移行しよう。場の正準交換関係と
同値なのはモード関数の規格化条件、

ϕ∗
kϕ

′
k − ϕkϕ∗′

k = 2iImϕ∗
kϕ

′
k = −i~, (2.3.42)

であった。ここで便宜的に ~を復活させた。古典極限を取るとは ~ → 0の極限をとるこ
とであるので、右辺が無視できるときに古典化していると言えるだろう。すなわち ~ = 1

の自然単位系では、以下で定義される F (k)に対し、

F (k) = Reϕ∗
kϕ

′
k, (2.3.43)

|F (k)| � 1を古典化の指標とできる。
さらなる理解のために、生成消滅演算子に着目しよう。前項では宇宙の初期条件として

Bunch-Davies真空、

âk |0〉 = 0, (2.3.44)

を選んである。一方モード関数の急激な成長は明らかに粒子が生成されていることを示す
が、なぜ真空から始めて粒子が生成されたのであろうか。âk の対比として、平面波の係
数として定義される次のような生成消滅演算子 b̂k を考えてみよう。

ϕ̂k =
1√
2k

(b̂ke−ikτ + b̂†−ke
ikτ ),

π̂k =

√
k

2
(−ib̂ke−ikτ + ib̂†−ke

ikτ ). (2.3.45)
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逆に解けば、

b̂k =
1√
2

(√
kϕ̂k + i

1√
k
π̂k

)
eikτ ,

b̂†k =
1√
2

(√
kϕ̂†

k − i
1√
k
π̂†
k

)
e−ikτ . (2.3.46)

場の交換関係 (2.3.41)に代入すれば、確かに生成消滅演算子の交換関係、

[b̂k, b̂
†
k′ ] = (2π)3δ(k− k′), (2.3.47)

を満たす。ϕ̂k のモード関数は平面波から時間とともにずれて行くのであったから、b̂k は
時間変化するという点に注意しよう。十分過去では、

ϕk →
1√
2k
e−ikτ , (2.3.48)

であったので、âk と b̂k は一致するが、時間とともにこれらは別の演算子となる。平面波
の生成消滅演算子が時間変化するので、始めに âk に対する真空を用意しても、これは b̂k

の言葉では次第に真空でなくなる。これが粒子生成の原因である。
b̂k の定義 (2.3.46)に âk の定義 (2.3.12)を代入すれば、

b̂k =
1√
2

(√
kϕk + i

πk√
k

)
eikτ âk +

1√
2

(√
kϕ∗

k + i
π∗
k√
k

)
eikτ â†−k

= uke
ikτ âk + vke

ikτ â†−k,

b̂†−k =
1√
2

(√
kϕ∗

k − i
π∗
k√
k

)
e−ikτ â†−k +

1√
2

(√
kϕk − i

πk√
k

)
e−ikτ âk

= u∗ke
−ikτ â†−k + v∗ke

−ikτ âk. (2.3.49)

このように生成消滅演算子を変換することを Bogolubov 変換という。交換関係を保つと
いう条件から (あるいは規格化条件 (2.3.17)でもよい)、

|uk|2 − |vk|2 = 1, (2.3.50)

を満たす。従って、次のようにパラメータ付けしてみよう。

uk(τ) = e−iθk(τ) cosh rk(τ),

vk(τ) = ei(θk(τ)+2ϑk(τ)) sinh rk(τ). (2.3.51)

θk は位相、ϑk はスクイズ角、rk はスクイズパラメータと呼ばれる。モード関数を逆に解
くと、

ϕk =
uk + v∗k√

2k
, |ϕk|2 =

1
2k

(cosh 2rk + cos 2ϑk sinh 2rk),

πk = −i
√
k

2
(uk − v∗k), |πk|2 =

k

2
(cosh 2rk − cos 2ϑk sinh 2rk). (2.3.52)
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また生成消滅演算子 âk は、

âk = u∗ke
−ikτ b̂k − v∗keikτ b̂

†
−k

=

√
k

2
(u∗k − vk)(ϕ̂k + iγ−1

k π̂k), (2.3.53)

ただし、

γk = k
u∗k − vk
u∗k + vk

= k
1− i sin 2ϑk sinh 2rk

cosh 2rk + cos 2ϑk sinh 2rk
=

1
2|ϕk|2

− iF (k)
|ϕk|2

,

F (k) = Reϕ∗
kϕ

′
k = Imuv =

1
2

sin 2ϑk sinh 2rk. (2.3.54)

従って Bunch-Davies真空の条件は、

(ϕ̂k + iγ−1
k π̂k) |0〉 = 0, (2.3.55)

となる。さらに Schrödinger表示に移ろう (ただし今時間変数はあらわに書いていないの
で、Schrödinger表示に移っても見た目は変わらないが)。Bunch-Davies真空 |0〉の波動
汎関数 Ψに対し、π̂k は −∂/∂ϕ−k で置き換えられるので、その解は以下のようにガウス
関数で与えられる*4。

Ψ[ϕk, ϕ−k] = N exp
(
−ϕkϕ−k

2|ϕk|2
(1− i2F (k))

)
= N exp

(
− |ϕk|2

2|ϕk|2
(1− i2F (k))

)
. (2.3.56)

N は規格化因子である。初期条件 F (k) = 0では最小不確定状態であるが、F (k)が大き
くなると波動汎関数は激しく振動し、不確定性が大きくなることがわかる。実際不確定
性は、

∆ϕ2
k∆π2

k = |ϕk|2|πk|2

=
1
4
(sin2 2ϑk sinh2 2rk + 1) = F 2(k) +

1
4
, (2.3.57)

となる。対応する確率は、

P [ϕk, ϕ−k] ∝ exp
(
−|ϕk|2

|ϕk|2

)
. (2.3.58)

ガウス確率が得られたので、古典化をより厳密に議論できる。ϕ̂k と π̂−k がほぼ交換す
るようになったとき、ϕ̂k はある確率分布 ρ(ϕkϕ−k) = ρ(|ϕk|) を持った c数 ϕk に置き

*4 変数がわかりにくくなってきたので気をつけよう。ϕk はモード関数、ϕk は ϕ̂k に対応する c 数で、
|Ψ[ϕk, ϕ−k]|2 は演算子 ϕ̂k が c 数 ϕk を返す確率である。ϕ̂k が ϕk を返すとき、ϕ̂−k は ϕ−k を返
す。
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換えられる、ということを古典化と呼ぼう。ϕ̂k の任意の関数 G(ϕ̂k)に対し、置き換えは
以下の意味である。

〈G(ϕ̂k)G†(ϕ̂k)〉 =
∫
dϕ1,kdϕ2,k ρ(|ϕk|)|G(ϕk)|2. (2.3.59)

ただし 1, 2の添字はそれぞれ実部と虚部を表す。これは実際 ρがガウス関数、

ρ(|ϕk|) =
1

π|ϕk|2
exp

(
− |ϕk|
|ϕk|2

)
, (2.3.60)

であるとき、例えば Gを、

G(ϕ̂k) =
∞∑
m=0

qmϕ̂
m
k , (2.3.61)

などと Taylor展開すれば、以下のようにWickの定理を展開して証明できる。

〈G(ϕ̂k)G†(ϕ̂k)〉 =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

qmq
∗
nϕ

m+n
k 〈(âk + a†−k)m(a†k + a−k)n〉

=
∞∑
m=0

m!|qm|2ϕ2m
k

=
∞∑
m=0

∞∑
n=0

qmq
∗
n

∫
dϕ1,kdϕ2,k ρ(|ϕk|)ϕmk ϕ∗n

k

=
∫
dϕ1,kdϕ2,k ρ(|ϕk|)|G(ϕk)|2. (2.3.62)

古典化はガウス雑音 ek を導入するとさらに簡潔に書き下せる。すなわち 〈eke∗k′〉 =

δ(k− k′), e∗k = e−k を満たすガウス分布乱数 ek にを用いて、ϕ̂k を ϕk = ϕkek という c

数で置き換えれば、それが古典化である。
最後にWigner関数を使った古典化の理解について触れてこの項を終わろう。Wigner

関数は次のように定義される。

W (ϕk, ϕ−k, πk, π−k)

=
1

(2π)2

∫
dx1dx2 e

−i(π1x1+π2x2)
〈
ϕk −

xk

2

∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣ϕk +
xk

2

〉
(2.3.63)

ρ̂は密度演算子である。状態として Bunch-Davies真空 ρ̂ = |0〉 〈0|を用いれば、

W (k,−k) =
1

(2π)2

∫
dx1dx2 e

−i(π1x1+π2x2)Ψ∗
(
ϕk −

xk

2

)
Ψ
(
ϕk +

xk

2

)
= N 2 |ϕk|2

π
exp

(
−|ϕk|2

|ϕk|2

)
exp

(
−|ϕk|2

∣∣∣∣πk −
F (k)
|ϕk|2

ϕk

∣∣∣∣2
)
. (2.3.64)
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図 2.4. ϕk, πk の実部に対するWigner 関数のプロット例。Wigner 関数はサブホライズンでは上
図のように振動するだけだが、スーパーホライズンになると下図のように 2ϑk の方向へスクイズし
古典化する。

これは常に正なので相空間の確率分布としての解釈が正しい。古典化の指標は |F (k)| �
1、あるいは |ϕk| � 1であったので、このとき、

W (k,−k) = P [ϕk, ϕ−k]δ
(
πk −

F (k)
|ϕk|2

ϕk

)
, (2.3.65)

となり、まさに πk = F (k)
|ϕk|2ϕk にスクイズしている様子がよくわかる。F (k) =

1
2 sin 2ϑk sinh 2rk であったから、初め最小不確定状態だった宇宙が、相空間上で角度 2ϑk
方向に sinh 2rk だけスクイズされているということだ (図 2.4も参照)。
直感的には、モード関数の急激な成長とともに不確定性が大きくなるが、宇宙膨張は断
熱変化なので相空間上で掃く面積は変わらず、ある方向に引き延ばされるにつれ相空間上
の確率分布は直線 πk = F (k)

|ϕk|2ϕk のように非常に細くなる。確率分布が直線になれば ϕk

と πk は同時に確定するので、これを古典化と呼ぶわけである。

2.4 δN 形式

いよいよインフレーションで作られる曲率ゆらぎ、密度ゆらぎを実際に計算してみよ
う。ここでは δN 形式という非常に簡潔かつ強力な手法を使って曲率ゆらぎを計算する。
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まず、δN 形式を定式化して、その後カオティックインフレーションを例に、具体的に曲
率ゆらぎ、密度ゆらぎを計算する。

2.4.1 定式化

δN 形式では、曲率ゆらぎがスーパーホライズンスケールで保存することを別の観点か
ら示す。そこでは、摂動展開ではなく勾配展開という手法をとることによって摂動の高次
まで曲率ゆらぎの保存を示すことができる。同時に曲率ゆらぎが e-foldingsのゆらぎ δN

そのものであることが示され、従って曲率ゆらぎを計算するには、単に e-foldingsのゆら
ぎを計算すればよいということになる。
準備としてまずは計量を (3 + 1)-分解する。

ds2 = −N 2dt2 + γij(dxi + βidt)(dxj + βjdt). (2.4.1)

証明は与えないが、任意の滑らかな計量がこの形に分解できる。N はラプス関数、βi は
シフトベクトルと呼ばれる。γij は空間 3次元計量であるが、これの行列式をくくり出し
ておこう。

γij = ã2(t,x)γ̃ij , det γ̃ij = 1. (2.4.2)

このとき ã(t,x)は局所スケール因子である。さらにここから我々の宇宙のスケール因子
a(t)をくくり出して、

ã(t,x) = a(t) exp(ψ(t,x)), (2.4.3)

としておく。ψ(t,x)は小さい摂動である。
次に、ここでは長波長のゆらぎ k � aH しかないものとする。このとき宇宙は局所的
に一様等方に見え、FLRW 時空となる。これを separate universe assumption という。
FLRW計量は、

ds2 = −dt2 + a2(t)δijdxidxj , (2.4.4)

であったのに対し、(3 + 1)-分解した計量 (2.4.1)は、

ds2 = −(N 2 − βiβi)dt2 + 2βidtdxi + γijdx
idxj , (2.4.5)

となり、dtdxi 項が合わない。従って少なくとも長波長近似 k � aH で βi は無視できる
はずで、ε = k/aH とすれば βi = O(ε)である。以降、この ε = k/aH について展開を行
うが、これを勾配展開という。これはゆらぎが長波長だという近似しか使っておらず、ゆ
らぎそのものについて摂動展開しているわけではないので、ここでの議論はゆらぎの高次
まで適用される。ちなみに空間添字は γij を用いて上げ下げされる。
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空間座標は宇宙にある流体と共に動くようにとるものとしよう。すなわち、

0 = vi =
dxi

dt
=
dxi

dτ
/
dt

dτ
=
ui

u0
. (2.4.6)

τ は固有時である。4元速度 uµ は uµuµ = −1と規格化されているので、

uµ =

[
1√

N 2 − βiβi
, 0, 0, 0

]
=
[

1
N
, 0, 0, 0

]
+O(ε2). (2.4.7)

ここで膨張関数 θ を以下で定義しよう。

θ = ∇µuµ =
1√
−g

∂µ(
√
−guµ)

=
1

N e3ψa3
∂µ(N e3ψa3uµ)

=
1

N e3ψa3
∂0

(
N e3ψa3 1

N
+O(ε2)

)
=

3
N

(
ȧ

a
+ ψ̇

)
+O(ε2). (2.4.8)

これを用いて局所 Hubbleパラメータ H̃ は、

H̃ =
1
3
θ, (2.4.9)

と定義される。
局所 Hubbleパラメータと宇宙のエネルギー密度を関係づけるために、エネルギー保存
則を考えよう。完全流体のエネルギー運動量テンソルは、

Tµν = Pgµν + (ρ+ P )uµuν , (2.4.10)

であり、保存則は ∇µTµν = 0で与えられる。従って、

0 = uµ∇νTµν

= uµu
µuν∇ν(ρ+ P ) + uµ(ρ+ P )uν∇νuµ

+uµuµ(ρ+ P )∇νuν + gµνuµ∇νP

= −uν∇ν(ρ+ P ) + (ρ+ P )uν∇ν
(

1
2
uµu

µ

)
−(ρ+ P )θ + uν∇νP

= −uν∇νρ− (ρ+ P )θ. (2.4.11)

uν∇νρは、

uν∇νρ =
dxν

dτ

dρ

dxν
=
dρ

dτ
, (2.4.12)
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であるので、

dρ

dτ
= −(ρ+ P )θ, (2.4.13)

を得る。今空間座標は流体とともに流れているので、固有時は dτ = Ndtである。よって、

ρ̇ = −(ρ+ P )N θ = −3
(
ȧ

a
+ ψ̇

)
(ρ+ P ) +O(ε2). (2.4.14)

以上より、

ȧ

a
+ ψ̇ = −1

3
ρ̇

ρ+ P
+O(ε2), (2.4.15)

を得る。これが一般化された連続の式である。
時刻 ti から tf までの膨張の e-foldingsを定義しよう。これは計量がゆらいでいるので
空間に依存する。

N(tf , ti;x) =
1
3

∫ tf

ti

θNdt = −1
3

∫ tf

ti

ρ̇

ρ+ P
dt =

∫ tf

ti

(
ȧ

a
+ ψ̇

)
dt

= log
[
a(tf )
a(ti)

]
+ ψ(tf ,x)− ψ(ti,x). (2.4.16)

また全体の e-foldings N0 は、

N0(tf , ti) = log
[
a(tf )
a(ti)

]
, (2.4.17)

である。従って、

δN(tf , ti;x) = N(tf , ti;x)−N0(tf , ti) = ψ(tf ,x)− ψ(ti,x), (2.4.18)

となる。ここで ti では等時刻面として、ψ(ti) = 0となる平坦切断 (flat slice)を選び、tf
では δρ = 0となる等密度切断 (uniform density slice)をとってみよう。このとき、

δN(tf , ti;x) = ψ(tf )|δρ=0, (2.4.19)

であるが、この右辺の量を ζ とおいてみる。

ζ = δN(tf , ti;x). (2.4.20)

一方、仮に宇宙が断熱的であり、圧力がエネルギー密度のみの関数 P = P (ρ)として書け
たとする。このとき、全体の連続の式より、

N0 =
∫ tf

ti

ȧ

a
dt = −1

3

∫ ρ̄(tf )

ρ̄(ti)

dρ

ρ+ P
, (2.4.21)
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であるので、式 (2.4.18)は、

ψ(tf ,x)− ψ(ti,x) = −1
3

∫ ρ(tf ,x)

ρ(ti,x)

dρ

ρ+ P
+

1
3

∫ ρ̄(tf )

ρ̄(ti)

dρ

ρ+ P
, (2.4.22)

すなわち、

ψ(tf ,x)− ψ(ti,x) =

(
− δρ

ρ̄+ P̄

∣∣∣∣
tf

+
δρ

ρ̄+ P̄

∣∣∣∣
ti

)
× 1

3
. (2.4.23)

よって、次で定義される ζ(x)は切断によらず一定である。

ζ(x) = ψ(t,x) +
δρ

3(ρ̄+ P̄ )
. (2.4.24)

これは ti で平坦切断、tf で等密度切断を選べば上で定義した ζ と一致することに注意し
よう。

Newtonゲージとの対応を見ておこう。Newtonゲージでは、

ds2 = −(1 + 2Φ)dt2 + a2δij(1− 2Ψ)dxidxj , (2.4.25)

であるのに対し、ここでの定式化では、

ds2 = −N 2dt2 + a2e2ψγ̃ijdx
idxj , (2.4.26)

である。空間部分の計量は、ゆらぎが小さいとき零トレーステンソル χij を用いて、

a2(t)[(1 + 2ψ)δij + 2χij ], (2.4.27)

と展開できるので、ψ ↔ −Ψの対応がある。よって保存量 ζ(x)は Newtonゲージで、

ζ = −Ψ +
δρ

3(ρ̄+ P̄ )
. (2.4.28)

これは第 1章で定義した曲率ゆらぎそのものである。
以上より、勾配展開の手法で、ゆらぎが小さくなくても長波長近似が良いときは、断熱
的宇宙で曲率ゆらぎ ζ が保存することが示された。そしてさらに重要なのは曲率ゆらぎ ζ

は ti を平坦切断、tf を等密度切断に選んだときの e-foldingsのゆらぎそのものであると
いう点である。これを利用して曲率ゆらぎを求める方法を δN 形式と呼ぶ。次項ではカオ
ティックインフレーションを例に δN 形式で具体的に曲率ゆらぎを計算してみよう。
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2.4.2 インフレーションで作られる曲率ゆらぎ

インフレーションによって作られる曲率ゆらぎを、δN 形式で求めてみよう。e-foldings

を計算するための初期時刻 ti は平坦切断で、考えているゆらぎのスケールが Hubble ス
ケールを超えて、凍結、古典化したあたりにとり、終了時刻 tRは等密度切断で、再加熱後に
とろう。記号 tf はインフレーション終了時刻を表すためにとっておいた。e-foldingsは、

N = ln
a(tf ,x)
a(ti,x)

+ ln
a(tR,x)
a(tf ,x)

. (2.4.29)

右辺第 2項はインフラトン場のゆらぎによらないので、新たにゆらぎは作られないものと
して無視しよう。第 1項を Ninf(tf , ti;x)と名付ければ、式 (2.2.50)より、

Ninf(tf , ti;x) = −
∫ φf

φi(x)

V

V ′M2
p

dφ. (2.4.30)

インフレーション終了は場の値 φf で一意に決まるので、φf は空間点に依存しないことに
注意しよう。以上より、スローロール運動方程式 3Hφ̇ = −V ′ を用いて、

δN(tR, ti;x) =
V

V ′M2
p

δφ = −HI
δφ

φ̇
, (2.4.31)

となる。ただし HI はインフレーション中の Hubbleパラメータである。注意すべきは、
これはインフラトン場のゆらぎ δφについての線形近似に過ぎない点である。ゆらぎが大
きい場合や、後述する非線形性パラメータ等を求めたい場合、Taylor 展開の高次項も含
めて、

δN =
∂N

∂φ
δφ+

1
2
∂2N

∂φ2
δφ2 + · · · , (2.4.32)

などとする必要がある。ゆらぎの 1次までしか取らないときは、Fourier変換後も同じ関
係が保たれ、

δNk = −HI
δφ

φ̇

∣∣∣∣
k=aHI

, (2.4.33)

となる。ここでは波数 k のモードは k = aHI で凍結して曲率ゆらぎに影響するとし
て、右辺を k = aHI となる時刻で評価している。またゲージ不変密度ゆらぎ ∆ρ は式
(1.2.92)より、特に物質優勢期で、

∆ρ = −2
5

k2

a2H2
HI

δφ

φ̇

∣∣∣∣
k=aHI

, (2.4.34)
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である。
それぞれのパワースペクトルも求めよう。密度ゆらぎのパワースペクトルは、

P∆ρ(k) =
4
25

(
k2

a2H2

)2
H2
I

φ̇2
Pφ(k)

=
4
25

(
k2

a2H2

)
H2
I

(
3HI

V ′

)2(
HI

2π

)2

=
1

25π2

(
k2

a2H2

)2
V 3

3V ′2M2
p

=
1

150π2M4
p

(
k2

a2H2

)2
V

ε
. (2.4.35)

ただし右辺は k = aHI の時刻で評価し、εはスローロールパラメータ、

ε =
M2
p

2

(
V ′

V

)2

, (2.4.36)

である。また曲率ゆらぎのパワースペクトルは、

Pζ(k) =
H2
I

φ̇2
Pφ(k) =

1
24π2M2

p

V

ε

∣∣∣∣
k=aHI

. (2.4.37)

Planck衛星の観測 [12]から、a(t0) = 1の規格化で k∗ = 0.05Mpc−1 のスケールの曲率
ゆらぎは、Pζ(k∗) = 2.215× 10−9 である。
スペクトラルインデックス ns というのも重要なパラメータである。曲率ゆらぎ Pζ(k)
が波数のべきで動くと仮定したとき、そのべきをスペクトラルインデックス ns と呼ぶ。

Pζ(k) ∝ kns−1. (2.4.38)

逆に解けば、

ns = 1 +
d lnPζ
d ln k

. (2.4.39)

定義より、ns = 1 ならば曲率ゆらぎはスケール k によらない、一様スペクトルである。
パワースペクトルはすでに求まっているので、スペクトラルインデックスも具体的に求め
てみよう。

ns − 1 =
d ln(V 3/V ′2)

d ln k
, (2.4.40)

であるが、ここで V の k依存性は、V (φ)|k=aHI を通して与えられる。インフレーション
中は aHI ∝ e−N より、

d ln k = −dN = − V

V ′M2
p

dφ. (2.4.41)
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従って、

ns − 1 =
d ln(V 3/V ′2)
− V
V ′M2

p
dφ

= −V
′

V
M2
p

[
3
V ′

V
− 2

V ′′

V ′

]
= −3

(
V ′

V

)2

M2
p + 2

V ′′

V
M2
p . (2.4.42)

2つのスローロールパラメータが、

ε =
M2
p

2

(
V ′

V

)2

, η = M2
p

V ′′

V
, (2.4.43)

であったことを思い出せば、

ns − 1 = −6ε+ 2η. (2.4.44)

スローロールパラメータは 1 より十分小さいので、曲率ゆらぎはほぼスケール不変な
スペクトルを与えることがわかる。Planck 衛星の観測 [12] によれば、ns = 0.9616 ±
0.0094 (68%), k∗ = 0.05Mpc−1 である。

カオティックインフレーションの場合、曲率ゆらぎがどうなるかをみよう。ポテンシャ
ルは質量項のみ V = 1

2m
2φ2 だとすれば、模型パラメータはインフラトン質量 mだけで

ある。曲率ゆらぎは、

Pζ(k∗) =
1

24π2M4
p

V

ε
=

m2φ4
∗

96π2M6
p

. (2.4.45)

観測しているスケールは LN = k−1
∗ = 20 Mpcであり、e-foldingsとの対応は、

N = 52.6 + ln
(

LN
1000Mpc

)
+

1
3

ln
(

TR
1010 GeV

)
+

1
3

ln
(

HI

1010 GeV

)
,(2.4.46)

であったから、N∗ ' 50である。一方、カオティックインフレーションにおいて式 (2.2.51)

より、

N∗ =
1

4M2
p

(φ2
∗ − 2M2

p ), (2.4.47)

だったので、φ∗ ' 2Mp

√
N∗ ' 14Mp となる。従って、

Pζ(k∗) =
144

96π2

m2

M2
p

. (2.4.48)

これが観測値 Pζ(k∗) = 2.215× 10−9 と合うためには、インフラトン質量は、

m =

√
96π2

144
× 2.215× 10−9Mp ' 1.8× 1013 GeV, (2.4.49)
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となる。またスローロールパラメータは、

ε = η =
2M2

p

φ2
, (2.4.50)

であったので、スペクトラルインデックス ns は、

ns(k∗) = 1−
8M2

p

φ2
∗

= 0.96, (2.4.51)

と観測と無矛盾である。
ハイブリッドインフレーションの場合はどうだろうか。ここでも φ > φc で ψ ' 0であ
るとすれば、V = V0 + 1

2m
2
φφ

2 ' V0 より、

ε =
M2
p

2

(
V ′

V

)2

'
M2
p

2
m4
φφ

2

V 2
0

. (2.4.52)

従って曲率ゆらぎのパワースペクトルは、

Pζ(k) =
1

24π2M4
p

V

ε
' 1

12π2M6
p

V 3
0

m4
φφ

2
k

. (2.4.53)

ただし φk は φの Fourier変換ではなく、k = aHI となる時刻での φの値である。V0 は
V0 � m2

φM
2
p ,m

2
φφ

2 であったが、十分 V0 � M4
p であれば、Pζ ∼ 10−9 とすることは可

能である。一方致命的な問題となってくるのがスペクトラルインデックスである。ハイブ
リッドインフレーションのスローロールパラメータは式 (2.2.29) より ε � η であった。
従ってスペクトラルインデックスは、

ns = 1− 6ε+ 2η ' 1 + 2η > 1, (2.4.54)

と 1を超えてしまうのである。これは Planck衛星の観測から強く棄却されている。ハイ
ブリッドインフレーションを救う手だてとして φ < φc でスローロールインフレーション
を起こしたりする方法等が考えられているが [31, 32]、本論文ではこれらについては深く
立ち入らず、純粋に臨界点前後で作られる曲率ゆらぎに焦点を絞ることにする。
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第 3章

ストカスティック形式

前章では、インフレーション中において、インフラトンはほぼ空間一様な古典場である
とみなし、小さな摂動として量子ゆらぎを入れた。つまりインフレーションのダイナミク
スは空間一様な背景インフラトン場と重力場との古典的相互作用のみを考慮して計算さ
れ、その背景の下で線形量子論を展開した。もちろんゆらぎが十分小さければこれは良い
近似であろう。しかし、インフレーション中常にゆらぎが小さいという保証はないし、も
しゆらぎの非線形効果が大きいなら、以下の 2点について慎重に考える必要がある。

• 量子ゆらぎの背景場への反跳を考えると、インフレーションのダイナミクス自体が
変わってくるのではないか。
• また、計算されるゆらぎの性質も大きく変わるのではないか。

もちろん我々は量子重力理論を知らないので重力背景で完全な量子論を展開することは
できない。しかし前章で見たように膨張する時空中ではスーパーホライズンな量子ゆらぎ
が古典化する機構が存在する。従ってこれを上手く使うことで量子ゆらぎを古典的に扱う
手法が作れそうである。そしてこれを実際に実現したのがストカスティック形式 [39–48]

である。
ストカスティック形式では空間一様なゼロモードではなく、スーパーホライズンモード
を足しあげた場を古典化された背景場とする。このとき以下に示すように、背景場の運動
方程式に白色雑音に比例した揺動項が入る。これがまさに古典化した量子ゆらぎである。
この章では、まず 2通りの方法で揺動項を導出し、それから揺動の与える影響について
調べていこう。
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3.1 Langevin方程式 I∼運動方程式からの導出

この節ではスカラー場の運動方程式から簡略的に揺動項を導こう [49, 50]。簡略的とは
言っても、物理的な本質は十分理解できるはずである。
まずストカスティック形式ではすべてのスーパーホライズンモードを背景場とするの
で、スカラーインフラトン φ(t,x)を以下のように 2つに分ける*1。

φ̂(t,x) = φIR(t,x) + φ̂UV(t,x), (3.1.1)

φIR(t,x) =
∫

d3k

(2π)3
eik·xφk(t)(1− θ(k − εa(t)H(t))), (3.1.2)

φ̂UV(t,x) =
∫

d3k

(2π)3
eik·xφ̂k(t)θ(k − εa(t)H(t)). (3.1.3)

ここで φk(t)は φ(t,x)の Fourier変換であり、θ は Heviside階段関数、

θ(x) =

{
0 x < 0
1 x > 0

(3.1.4)

である*2。a、H はそれぞれスケール因子、Hubbleパラメータであり、従って aH は共
動座標でのホライズンスケールである。正定数 ε > 0を 1より十分小さくとることで、IR

モードはホライズンスケールより波数が小さい、すなわち波長が大きい、スーパーホライ
ズンモードのみを積分し、UVモードはそれ以外となっている。ハットは演算子であるこ
とを表し、スーパーホライズンモードである IR場は古典化して c数になっていると仮定
する。ここでもインフレーション中の宇宙の状態は、Bunch-Davies真空 |0〉、

ak |0〉 = 0, for all k (3.1.5)

としよう。第 2章で出てきた平面波の係数としての生成消滅演算子 bk については、スー
パーホライズンモード k < εaH に対して Bunch-Davies 真空 |0〉 は bk の真空ではない
bk |0〉 6= 0 ことが、IR 場が古典化しているための必要条件である。一方サブホライズン

*1 ここでは IRのゆらぎは十分小さく、時空は平坦な FLRW時空でよく近似できると仮定している。その
ためスケール因子や Hubbleパラメータは時間のみの関数になっており、IR場と UV場が well-defined

になる。しかし一般には IRのゆらぎは大きくてもよいし、ストカスティック形式で取り扱いたいのはむ
しろそのような場合である。このときでも Bunch-Davies 真空の仮定からサブホライズンなゆらぎは小
さく、したがって各ホライズン程度の大きさの領域 (パッチ)はそれぞれ独立な FLRW時空で進化すると
してよい (これを separate univerese assumption という)。これにより IR、UV は各パッチのスケー
ル因子と Hubbleパラメータを使ってパッチごとに定義すれば、それなりによく定義できる。

*2 この節では簡単のために IRと UVを階段関数で分けたが、より一般の窓関数W (k/εaH)を使うことも
考えられる。階段関数は滑らかでないので、あくまでなんらかの滑らかな窓関数W (k/εaH)の極限とし
て理解されるべきだろうが、極限としてのふるまいも正しいかどうかは未だ議論されている [51, 52]。
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k > εaH に対しては bk ' ak がよくて、演算子 bk に対しても Bunch-Davies真空は真空
であるとする。つまり UV 場は真空ゆらぎであるということである。以降は簡略化のた
めハットは落とすこととし、Hubbleパラメータは定数であるとする。
さて、スカラー場の運動方程式は

φ̈+ 3Hφ̇− a−2∇2φ+ V ′(φ) = 0, (3.1.6)

であるが、後の簡便のためにこれを Hamiltonian形式に書き換えておこう。{
π = φ̇,

π̇ + 3Hπ − a−2∇2φ+ V ′(φ) = 0.
(3.1.7)

さらに共役運動量 π も IRと UVモードに分けておく。

πIR(t,x) =
∫

d3k

(2π)3
eik·xφ̇k(t)(1− θ(k − εaH)), (3.1.8)

πUV(t,x) =
∫

d3k

(2π)3
eik·xφ̇k(t)θ(k − εaH). (3.1.9)

ここで θ(k − εaH) の時間依存性のために φ̇IR 6= πIR であることに注意しよう。これら
IRと UVの定義を用いて運動方程式 (3.1.7)を書きなおせば、{

πIR + πUV = φ̇IR + φ̇UV,

π̇IR + 3HπIR − a−2∇2φIR + π̇UV + 3HπUV − a−2∇2φUV + V ′(φ) = 0.
(3.1.10)

ポテンシャル V (φ) = V (φIR + φUV)は φUV について展開して、

V ′(φ) ' V ′(φIR) + V ′′(φIR)φUV, (3.1.11)

としておこう。これは UV場が量子ゆらぎであり、古典的背景場である IR場より十分小
さい (φUV � φIR)ことを想定している。

IR場のふるまいに興味があるので、まず式 (3.1.10)の 1行目を以下のように変形する。

φ̇IR − πIR = πUV − φ̇UV = −
∫

d3k

(2π)3
eik·xφk(t)θ̇(k − εaH). (3.1.12)

計算は定義を代入しただけである。2行目も同様にして、

π̇IR + 3HπIR − a−2∇2φIR + V ′(φIR)
= −π̇UV − 3HπUV + a−2∇2φUV − V ′′(φIR)φUV

= −
∫

d3k

(2π)3
eik·xθ̇(k − εaH)πk. (3.1.13)

ただし、φの元の運動方程式として、

φ̈k + 3Hφ̇k +
(
k2

a2
+ V ′′(φIR)

)
φk = 0, for k > εaH (3.1.14)
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が成り立つとした。階段関数の微分、

d

dt
θ(k − εaH) = −εaH2δ(k − εaH), (3.1.15)

を用いれば、最終的に IR場に対する運動方程式、
φ̇IR = πIR + εaH2

∫
d3k

(2π)3
eik·xφkδ(k − εaH),

π̇IR = −3HπIR − V ′(φIR) + εaH2

∫
d3k

(2π)3
eik·xπkδ(k − εaH),

(3.1.16)

を得る。ただし IR場の空間微分は小さいとして無視した。
さて、こうしてみると IRに対する運動方程式は通常の Klein-Gordonに各行最後の項
が加わった形をしているが、これらの項は UVモードだった成分が宇宙膨張によってホラ
イズンを出て、時々刻々と IRモードに加わる効果を表している。窓関数として階段関数
を選んだので、各時刻に IRに加わるのは k = εaH のモードだけである。これらはもと
もと量子場であるが、古典場である IRに加わることになったので、ここで “古典化”して
おこう。
わかりやすいように各行最後の項をそれぞれ ξφ、ξπ と書き、これらの量子的性質を調
べよう。まず Bunch-Daviesの仮定より 〈φk〉 = 〈πk〉 = 0 なので、〈ξφ〉 = 〈ξπ〉 = 0。次
に分散は、kc(t) = εaH として、

〈ξφ(t,x)ξφ(t′,x′)〉

= kc(t)kc(t′)H2

∫
d3kd3k′

(2π)6
ei(k·x+k′·x′) 〈φk(t)φk′(t′)〉 δ(k − kc(t))δ(k′ − kc(t′))

= k2
c (t)H

2

∫
d3k

(2π)3
eik·(x−x′)δ(kc(t)− k)

δ(t− t′)
kc(t)H

2π2Pφ(t, k)
k3

= HPφ(t, kc)
sin(kcr)
kcr

δ(t− t′). (3.1.17)

ただし Pφ(t, k)は φのパワースペクトル、

〈φk(t)φk′(t)〉 =
2π2

k3
Pφ(t, k)(2π)3δ(k + k′), (3.1.18)

であり、r = |x − x′| である。途中 δ(kc(t) − k)δ(kc(t′) − k′)δ(k + k′) = δ(kc(t) −
kc(t′))δ(kc(t)− k)δ(k + k′)や、δ(kc(t)− kc(t′)) = δ(t− t′)/kcH 等を使った。ε� 1で
あり kc = εaH は十分スーパーホライズンなので、インフラトンの質量を無視する近似で
Pφ(t, kc) = (H/2π)2 であるから、結局、

〈ξφ(t,x)ξφ(t′,x′)〉 =
H3

(2π)2
sin(kcr)
kcr

δ(t− t′), (3.1.19)
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を得る。同様に 〈ξπ(t,x)ξπ(t′,x′)〉を計算すると Pφ が定数に漸近することからゼロにな
る*3。
まず時間依存性の部分を見てみれば、δ(t− t′)に比例しており、これを白色スペクトル
と呼ぶ (時間について Fourier変換すればすべての振動数モードを等しい重みで含んでい
ることだ)。これは窓関数を階段関数にしたことで、各時刻に IRに加わるのが 1モードだ
けになったことに由来しており、従って窓関数を滑らかな関数にすれば、有色スペクトル
になる。次に空間依存性を見れば、sin(kcr)/kcrに比例している。これは kcr > 1で速く
振動する関数であるし、我々は粗視化された場について考えているので、ほぼ階段関数で
置き換えることができる。

sin(kcr)
kcr

' θ(1− kcr). (3.1.20)

さらに φk は真空ゆらぎ、すなわちガウス分布に従うことを考えれば (つまりWickの定
理が使えるということである)、ξφ は各ホライズン kc = εaH スケール毎に独立な、ガウ
ス白色雑音と同じ統計性を持つことになる。従って以降、ξφ は量子演算子ではなく白色
雑音として扱い、これを量子ゆらぎの “古典化”とする。ξπ は分散がゼロになるので無視
しよう。1に規格化された雑音、

〈ξ(t,x)ξ(t′,x′)〉 = θ(1− kc|x− x′|)δ(t− t′), (3.1.21)

を新たに雑音変数として用いることにすれば、IR場の運動方程式は、φ̇IR = πIR +
H3/2

2π
ξ,

π̇IR = −3HπIR − V ′(φIR),
(3.1.22)

となる。特にスローロール近似 π̇IR ' 0の下では、

3Hφ̇IR + V ′(φIR) =
3H5/2

2π
ξ, (3.1.23)

である。
このように運動方程式に揺動項が入った式を Langevin方程式という。ここではホライ
ズンスケールで粗視化された IR場の運動方程式が Langevin方程式になることを、スカ
ラー場の運動方程式を直接 IR と UV に分けることから導いた。導出から明らかなよう
に揺動項は、それまで量子ゆらぎだった UV モードが、宇宙膨張により古典 IR 場に加
わることから来ている。この節での導出は、直感的であり見通しが良いが、いささか正
確性に欠けるように思えるかもしれない。そこで次節では経路積分を用いてより正確に
Langevin方程式を導出しよう。

*3 ただし Bessel関数の漸近形の 2次までとると、ξφ の分散には O(ε2)、ξπ の分散には O(ε4)の補正が付
く。
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3.2 Langevin方程式 II∼経路積分からの導出

前節ではスカラー場の運動方程式から IR場の Langevin方程式を導出したが、ここで
は経路積分の手法で Langevin 方程式を導出しよう [53–55]。ここでは熱場の理論、特に
Closed Time Path (CTP)形式が必要であり、付録 Aにまとめてある。

3.2.1 スカラー場に対する影響汎関数法

ここではスカラー場に対し、影響汎関数法という形式を用いることで IR場に対する有
効作用を導く。まずスカラー場の作用は、

S[φ] =
∫
d4x
√
−g
[
−1

2
gµν(∂µφ)(∂νφ)− 1

2
m2φ2 − V (φ)

]
, (3.2.1)

である。ただし時空は計量ゆらぎを無視して、

ds2 = −dt2 + a2(t)dx2 = a2(τ)(−dτ2 + dx2), (3.2.2)

とする。ここで τ は共形時間といい、adτ = dt で定義される。特に純 de Sitter 時空
a = eHt (H = const.)においては τ = −(aH)−1とできる。一般に τ < 0, τ → −∞ (t→
−∞), τ → 0 (t→ +∞)とすることが多く、常に負であることには注意が必要である。ま
た V (φ) は質量項を除いたスカラー場のポテンシャルである。さて、前節と同様にスカ
ラー場を IRと UVに分けるが、

φ(x) = φIR(x) + φUV(x), (3.2.3)

ここでは窓関数を階段関数に限定せず、一般の射影関数W (k, t)で書こう。

φUV(x) =
∫

d3k

(2π)3
W (k, t)φke

ik·x. (3.2.4)

作用自身も IR場のみに依る SIR[φIR] = S[φIR]、UV場のみに依る SUV[φUV] = S[φUV]、
両方に依る Sint[φIR, φUV]に分けておこう。

S[φ] = SIR[φIR] + SUV[φUV] + Sint[φIR, φUV]. (3.2.5)

さて、分配関数は経路積分により以下のように表される。

Z[J ] = N
∫

Dφ+
IRDφ−IRDφ+

UVDφ−UV exp[i(S[φ+]− S[φ−])]

× exp
[
i

∫
d4x(J+(x)φ+(x)− J−(x)φ−(x))

]
. (3.2.6)
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N は規格化因子を表す単なる記号であり、今後も出てくるが、その都度場に依らない定数
がすべて繰り込まれているものとし、各々のN は数値的には全く異なりうるものとする。
また CTP形式 (付録 A参照)によりスカラー場の自由度は 2倍になっており、±はそれ
ぞれ順方向時間経路と逆方向時間経路を示す。後のために場を以下のような二重項で表す
こととしよう。

Ja =
(
J+

J−

)
, φa =

(
φ+

φ−

)
. (3.2.7)

この 2次元空間の計量を (1,−1)とし、分配関数 (3.2.6)の外場項を内積表記すると楽で
ある。 ∫

d4x(J+(x)φ+(x)− J−(x)φ−(x)) = Jaφa = J · φ. (3.2.8)

式 (3.2.5)のように作用を分割すれば、

Z[JIR, JUV] = N
∫

Dφ±IRe
i(S+

IR−S−
IR+JIR·φIR)

×
∫

Dφ±UV exp[i(S+
UV − S

−
UV + S+

int − S
−
int + JUV · φUV)], (3.2.9)

となる。特に後半の積分、

F [φIR; JUV] =
∫

Dφ±UV exp[i(S+
UV − S

−
UV + S+

int − S
−
int + JUV · φUV)],(3.2.10)

を影響汎関数と呼び、これを F [φIR; JUV] = N eiSIA[φIR;JUV]と表したとき、SIA[φIR;JUV]

を影響作用と呼ぶ (IAは influence actionの頭文字)。
ここまではただの恒等変換であるが、ここで重要なことは UV場に関する積分に対して
は通常の摂動論が良いということである。それは前章で見たように十分サブホライズンな
モードはほぼ自由場で近似されるからである。従って影響汎関数 F [JUV]は摂動的に解く
ことが可能である。さらに IR場は “古典場”であったことを思い出そう。すなわち IR場
に関する積分は IR場の真空期待値 ϕ = 〈φIR〉まわりの寄与がほとんどすべてであり、結
局分配関数は以下のようになると期待できる。

Z[JIR,UV] = N ei(S[ϕ+]−S[ϕ−]+SIA[ϕ;JUV]+JIR·ϕ). (3.2.11)

これを eiW [J] と書けばW [J ]の変数を J から場の真空期待値 〈φ〉に Legendre変換した
Γ[〈φ〉]が有効作用である。

Γ[〈φ〉] = W [J ]− J · 〈φ〉 , (3.2.12)

UV 場に関してはほぼ自由場であるので、W [J ] に対する場の真空期待値の寄与はほぼ
J · φ 項から来ているとすれば、Legendre 変換の −J · 〈φ〉 項で消える。IR 場に対して
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は明らかに JIR · ϕが消し合うので、従って IR場に対する有効作用は単にW [J ]で単に
J = 0としたものに等しい。結局以下の有効作用を得ることが出来た。

Γ[ϕ] = S[ϕ+]− S[ϕ−] + SIA[ϕ;J = 0]. (3.2.13)

特に UV場の積分に関して、摂動の最低次として質量項までを取り入れた場合、詳細な計
算は付録 Aにまわすとして、次の結果を得る。

S
(1)
IA =

i

2

∫
d4xd4x′ϕq(x)Re[Π(x, x′)]ϕq(x′)

−2
∫
d4xd4x′θ(t− t′)ϕq(x)Im[Π(x, x′)]ϕc(x′). (3.2.14)

ただし、

Π(x, x′) =
∫

d3k

(2π)3
a3(t)[Ptφk(t)]eik·xa3(t′)[Pt′φ∗k(t′)]e−ik·x

′
, (3.2.15)

であり、Pt は以下で定義された微分演算子である。

Pt = [Ẅ (k, t) + 3HẆ (k, t) + 2Ẇ (k, t)∂t]. (3.2.16)

W (k, t)は冒頭に出てきた窓関数である。また ϕc、ϕq は Keldysh基底と呼ばれる表示で
あり、以下で定義される。 (

ϕc
ϕq

)
=
(

ϕ++ϕ−

2
ϕ+ − ϕ−

)
. (3.2.17)

φk(t)は前章にも出てきた、Bunch-Davies真空を初期条件に課したモード関数である。

3.2.2 揺動項

影響作用 (3.2.14)で特に気になるのが、ReΠの項が純虚数になっている点である。作
用の虚部は何を意味するであろうか。実はこの項が IR場の運動方程式に揺動項を加える
ことになる。実際分配関数の重みは eiS であることから、ReΠ 項はガウス分布のように
ふるまいそうである。ここでは ReΠ項から揺動項が出ることを詳しく見よう。
具体的な計算を行うために窓関数は階段関数 θ(k − εaH) = θt に取ろう。このとき

ReΠ項は、

i

2

∫
d4xd4x′

∫
d3k

(2π)3
a3(t)ϕq(x)Re[(3Hθ̇t + θ̈t + 2θ̇t∂t)φk(t)eik·x

×(3Hθ̇t′ + θ̈t′ + 2θ̇t′∂t′)φk(t′)eik·x]a3(t′)ϕq(x′). (3.2.18)
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モード関数 φk(t)は自由場の解 (2.3.23)、

φk =
√
π

2
Hτ3/2H(1)

ν

(
k

aH

)
, (3.2.19)

を用いよう。ただしインフラトンの質量をmとして、

ν =

√
9
4
− m2

H2
. (3.2.20)

また H
(1)
ν (x) は第 1 種 Hankel 関数である。このモード関数に対しては、カットオフス

ケール (k = εaH)上で以下の関係が成り立つ。

φ̇k(t)|k=εaH = φk(t)|k=εaHqν(ε). (3.2.21)

ただし、

qν(ε) = −H

((
3
2
− ν
)

+ ε
H

(1)
ν−1(ε)

H
(1)
ν (ε)

)
. (3.2.22)

これらを用い、また θ の 2階微分が 1階になるよう部分積分を行えば、式 (3.2.18)は、

i

2

∫
d4xd4x′Re[Q(x)A(x, x′)Q∗(x′)], (3.2.23)

となる。ここで、

Q(x) = (ϕq(x)qν(ε)− ϕ̇q(x))a3(t), (3.2.24)

であり、また、

A(x, x′) =
∫

d3k

(2π)3
θ̇tφk(t)θ̇t′φ∗k(t′)eik·(x−x′)

=
H3

8π
ε3|H(1)

ν (ε)|2 sin(εaHr)
εaHr

δ(t− t′), (3.2.25)

である。
これで ReΠ項の具体的な表式が求まった。ではこの項の運動方程式への寄与はどのよ
うなものであろうか。もともとの +/−基底では +と −は単に CTP形式によって複製
された自由度であり、古典解は ϕ+ = ϕ− となるはずである。従って Keldysh 基底では
ϕc = (ϕ+ + ϕ−)/2が求める解を表し、ϕc に対する運動方程式は δS/δϕq|ϕq=0 で与えら
れる。ところが式 (3.2.23)は ϕq について 2次式なので、ϕq で変分を取って ϕq = 0とす
るとゼロになってしまう！ つまりこの項は運動方程式に寄与しないのだろうか。
重要な点はこの項が純虚数であり、分配関数の重みが振動形 eiReS ではなく、減衰形

e−ImS であるということである。普段は振動形の重みが干渉によって作用の停留点以外で
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は強く打ち消し合うとして、古典解は作用の停留点に乗るとしているが、作用の虚部に関
してその描像はあまりよくない。作用の虚部をより正しく扱うには、恒等式、

exp
(
−1

2
ax2

)
= (2πa)−1/2

∫
dy exp

(
− 1

2a
y2 + ixy

)
, (3.2.26)

を用いて、虚部をくくり出すことを行う。つまり以下のようにする。
有効作用 Γ[ϕ]は補助場 ξR,I を導入することで、影響作用 (3.2.14)の ImΠ項を除けば、

exp(iΓ[ϕ]) =
∫

DξRDξIP [ξI ] exp(iSeff [ϕ]), (3.2.27)

のように表せる。ここで P [ξ]はガウス分布重み、

P [ξ] =
(
2π
√

detA
)−1

exp
(
−1

2

∫
d4xd4x′ξ(x)A−1(x, x′)ξ(x′)

)
, (3.2.28)

であり、

Seff [ϕ] = S[ϕ+]− S[ϕ−]

+
∫
d4x[ξR(x)ReQ(x) + ξIImQ(x)], (3.2.29)

である。このようにガウス分布重みをくくり出すことによって新たな有効作用 Seff は実
数になっていることが重要である。運動方程式は複素有効作用 Γではなく実有効作用 Seff

を変分して求めるべきで、従って、

0 =
δSeff

δϕq

∣∣∣∣
ϕq=0

= ϕ̈+ 3Hϕ̇− a−2∇2ϕ+m2ϕ+ V ′(ϕ)

−(qR + 3H)ξR − ξ̇R − qIξI , (3.2.30)

が求める運動方程式である。ここで ϕc は簡単のため ϕと表し、qR,I はそれぞれ qν(ε)の
実部と虚部である。この運動方程式中で ξR,I はそれぞれ重み P [ξ]を持ったガウス雑音と
して扱う。これらの相関は、

〈ξR(x)ξR(x′)〉 =
∫

DξRP [ξR]ξR(x)ξR(x′)

= A(x, x′),

〈ξI(x)ξI(x′)〉 =
∫

DξIP [ξI ]ξI(x)ξI(x′)

= A(x, x′),

〈ξR(x)ξI(x′)〉 =
∫

DξRP [ξR]DξIP [ξI ]ξR(x)ξI(x′)

= 0, (3.2.31)
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と計算される。以上より経路積分の手法で揺動項が導出された。
前節との対応も見ておこう。零質量の近似で ν ' 3/2であり、Reν > 0に対する x→ 0

での Hankel関数の漸近形、

H(1)
ν (x)→ −iΓ(ν)

π

(
2
x

)ν
, (3.2.32)

を用いれば、Γ(1/2) =
√
π,Γ(3/2) =

√
π/2より、

A(x, x′) ' H3

(2π)2
sin(εaHr)
εaHr

δ(t− t′), (3.2.33)

となり、これは式 (3.1.19)に一致している。また qν(ε) = O(ε2)であるので、雑音の時間
微分項を無視すれば、εの最低次では揺動項は 3HξR しか残らず、従って前節の結果に一
致する。
この項では作用の虚部からガウス分布重みをくくり出すことで揺動項が生じることを見
た。もし複素有効作用をそのまま変分すれば、運動方程式中で雑音 ξ を、平均値 〈ξ〉 = 0

で置き換えることになるが、それは ξ の分散が大きい時によくないことは明らかである。
またガウス分布重みを持つ ξ は分配関数の寄与において重みが干渉を起こさないので、量
子ゆらぎではなく統計ゆらぎとして扱えるということになる。
またこの項では影響作用の ImΠ項は無視したが、実際この項は O(ε3)の寄与しか与え
ない。揺動散逸定理の観点から言えば、揺動がある時、同じ起源から散逸項 (ϕ̇に比例し
た項) も生じるはずであるが、事実 ImΠ 項からは散逸項と質量補正が生じる。しかしこ
れらは小さいし、散逸項については宇宙膨張による散逸 3Hϕ̇が支配的であり、ImΠ項の
寄与は無視できる。ちなみに揺動散逸定理によれば、揺動項と散逸項の比が熱浴の温度 T

を与えるが、今回の場合その比は de Sitter時空の Hawking温度 T = H/2πに一致する。

3.3 インフレーションダイナミクスへの揺動項の影響

前 2節で揺動項を 2通りの方法で導いたので、章の冒頭で述べた懸念事項の 1つ目、イ
ンフレーションダイナミクスが揺動によって大きく変わるか否かについて議論しよう。こ
こでは揺動の効果が見やすいよう、ポテンシャルにタキオン不安定性を持つハイブリッド
インフレーションという模型について考える。ハイブリッドインフレーションについては
第 5章で詳しく述べるのでここでは揺動項がインフレーションダイナミクスに与える影響
についてのみ絞って考察しよう。
まずハイブリッドインフレーションとはスカラー場が 2つ (φと ψ と呼ぼう)存在する
インフレーション模型で、特にポテンシャルが以下の形のものを言う。

V (φ, ψ) = Λ4

[(
1− ψ2

M2

)2

+
φ2

µ2
+ 2

φ2ψ2

φ2
cM

2

]
. (3.3.1)
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Λ、M、µ、φc は模型のパラメータである。ψ に関しては 4次ポテンシャルが存在するの
で、φよりも早く ψ ' 0に落ち着くが、2次ポテンシャルが負で入っている点がミソであ
る。φ、ψ に関してそれぞれ有効質量を計算してみれば、

m2
φ =

∂2V

∂φ2
=

2Λ4

µ2
+

4
φ2
cM

2
ψ2,

m2
ψ =

∂2V

∂ψ2
=

4Λ4

M2

(
φ2

φ2
c

− 1
)

+
12Λ4

M4
ψ2. (3.3.2)

特に ψ ' 0で考えると、m2
ψ は φ > φc では正であるが、φ < φc では負になっている！

このタキオン不安定性により φ < φc になると ψ は ψ ' 0から急激に成長する。この急
激な成長があたかも ψ が ψ ' 0からポテンシャル最小点に転がり落ちているように見え
るので、ψ を滝場と呼び、φ < φc 以降を滝相と呼ぶ。一方 φ > φc ではm2

ψ は正であり、
ψ ' 0に沿ったまま φが原点に転がるので、φ > φc を谷相と呼ぶ*4。滝場に入ってすぐ
にスローロール条件が破れ、インフレーションが終わる模型が典型的ではあるが、パラ
メータによっては滝場で長時間インフレーションが続くような模型も考えられる。そして
このような場合、タキオン不安定性が揺動の効果を増幅するので、揺動によってインフ
レーションダイナミクスが大きく変わりうる。
文献 [56]ではパラメータを以下の値にとって数値計算している。

µ/Mp = 3190.4,
M/Mp = 0.1503,
φc/Mp = 0.1503,
Λ/Mp = 0.01418. (3.3.3)

ただし Mp は換算 Planck 質量である。このパラメータで初期値を (φi, ψi) =

(1.0001φc, 10−9)にとった場合、揺動なしで運動方程式を解くと、谷相で 505 e-foldings、
滝相で 747 e-foldings、全部で 1252 e-foldings かかる*5。一方 Pφ = Pψ = (H/2π)2 の
分散を持つ揺動項を入れた場合、かかる e-foldingsの平均はなんと 〈N〉 ∼ 50 まで減少す
ることがわかった！ インフレーションの持続時間がこれほど変化したのだから、この場
合揺動項を無視することは出来ないということである。
ハイブリッドインフレーションにおいて揺動がこれほど重要な効果を与えた背景には、
滝場のタキオン不安定性が密接に絡んでいる。揺動がない場合、谷相では滝場の大きな質
量のため ψ はほぼゼロになっているが、揺動がある場合は拡散して 〈ψ2〉がゼロでない値

*4 ただし一般的に φ は谷場とは呼ばずインフラトン場と呼ぶ。これは歴史的に φ がインフレーションの大
部分を担い、滝場はインフレーションを終わらせるためだけに導入された模型が初めに考えられたからで
ある

*5 e-foldingsとは無次元化された時間である。詳しくは第 2章参照
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を持つ。このまま滝相に入ると、滝相では ψ2 が大きいほどポテンシャルの傾きも大きい
ので、揺動がある場合の方がより早く滝場が成長しインフレーションを終わらせる。また
インフラトンの方に関しても、m2

φ 中の 4ψ2/φ2
cM

2 項により、揺動があって 〈ψ2〉が大き
くなっている方が、インフラトン質量が大きくなり、やはりインフレーションを早く終わ
らせる方に働く。これらの効果により、e-foldingsが大きく変化したのである。
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第 4章

ストカスティック-δN

前章では量子ゆらぎの背景場への反跳を取り入れるストカスティック形式を導入した。
これによれば、スーパーホライズンスケールで粗視化された背景場の運動方程式に揺動項
が取り入れられることがわかった。前章の最後では揺動により、インフレーションの平均
ダイナミクス自体が大きく変更を受けうることを見た。この章ではインフレーションの重
要課題、曲率ゆらぎの生成をストカスティック形式の下で見てみよう [1, 57–60]。

4.1 ストカスティック-δN 形式におけるゆらぎの計算手法

第 2章では一様背景場の下で場の理論を展開し、インフラトン場の相関関数を計算した
後、それを曲率ゆらぎの相関関数に変換した。ストカスティック形式ではそもそも背景場
自身がゆらいでいるのでこのような計算はできない。ところがよくよく考えてみるとそも
そも観測量はスーパーホライズンスケールで粗視化された曲率ゆらぎであり、これは揺動
によって作られる背景場のスーパーホライズンスケールのゆらぎに起因するはずである。
すなわち、ストカスティック形式ではスーパーホライズンスケールのゆらぎが揺動項に
よって自動的に作られるのである。揺動が入った運動方程式を解くことそのものがゆらぎ
の計算にもなっているということである。
ストカスティック形式では異なる空間点に対する相関の情報はすべて、揺動の相関、

〈ξ(t,x)ξ(t′,x′)〉 ' θ(1− εaH|x− x′|)δ(t− t′), (4.1.1)

に凝縮されている。相関の空間依存性を階段関数で近似したので、揺動は各ホライズン毎
に独立である。従って、異なる 2点でのインフラトン場 φ は、2点がホライズンスケール
程度離れるまでは完全に同一な進化をし、ホライズンスケール程度離れて以降は独立な進
化をすることになる。すなわち揺動の相関が切れる時刻が 2 点の距離の情報を含んでお
り、2点が離れるほどより過去に 2点は独立に進化し始めるということである。
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図 4.1. 質量項カオティックインフレーション (mφ = 0.7Mp)でのインフラトン場 φの発展と対応
する空間点のイメージ。赤、青、黄のプロットはそれぞれ、赤、青、黄の×印が示す空間点でのイ
ンフラトン場の発展を示す。赤、青のプロットは途中、黄色から分岐していくが、それは赤、青が
黄色からホライズンスケール程度離れたことを意味する。このように、揺動の相関を考慮しながら
発展を追えば、相関の情報を取り出せる。

例としてカオティックインフレーションでのインフラトン場の発展のイメージを図
4.1に示した。ただし図 4.1では揺動の様子がわかりやすいように、インフラトン質量が
mφ = 0.7Mp と非常に大きく、エネルギースケールが非常に高い模型に対してプロットし
ている。赤、青、黄のプロットは初めは同一に発展するが、その後、赤、青の順に黄色のプ
ロットから分岐し始める。これらのプロットに対応する空間点は右上の図のように理解で
き、赤、青のプロットが黄色のプロットから分岐し始める時刻はそれぞれ、対応する空間
点が宇宙膨張によって黄色の点からホライズンスケール程度離れる時刻を意味する。すな
わちより近い 2点のインフラトン場の値はあまり変わらないし、より遠い 2点のインフラ
トン場の値は大きく異なることになる。このように、2点の揺動の相関を考慮しながら全
空間の発展を追うことができれば、インフラトン場の相関を完全に求めることができる。
これを行う最も直接的な方法は、Langevin 方程式と等価な Fokker-Planck 方程式に
書き直すことである。Fokker-Planck 方程式は確率分布関数 (probability distribution

function; PDF) を扱うが、相関関数に対する PDF というのも構成できるので、そのよ
うな Fokker-Planck方程式を解き PDFの時間発展を記述できれば、場の相関関数等を求
めることもできる。実際文献 [40]では、純粋 de Sitter時空中で Fokker-Planck方程式を
立て、定常解を求めることで、定常状態に落ち着いたスカラー場に対してストカスティッ
ク形式でその相関関数を求めることに成功している。しかし、インフレーション中のイン
フラトンはまさに非平衡に進化する場であり、また時空も純粋 de Sitterからずれていく。
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このような状況化で Fokker-Planck 方程式を解くことは、解析的にも数値計算的にも困
難である。
ところでここで、真に求めたかったものは場の相関ではなく曲率ゆらぎの相関であった
ことを思い出そう。そして第 2章で説明した δN 形式によれば、インフレーションの持続
時間、e-foldings N のゆらぎが曲率ゆらぎそのものであった。ストカスティック形式では
運動方程式に各ホライズン毎に独立な揺動が入るので、この意味でそれぞれのホライズン
のインフレーションの持続時間は異なるはずである。これを利用して曲率ゆらぎを求めて
みよう。
具体的には次のような手法をとる。

1. インフレーションの仮の初期値 φi を決める。
2. φi から Langevin 方程式を解くことで、インフラトンが終了値 φf *1に初めて
到達するまでの e-foldings N を求める。これは揺動によって計算するごとに
異なる値を与えるので、この計算を繰り返せば 〈N〉、〈δN2〉 = 〈(N − 〈N〉)2〉、
〈δN3〉 = 〈(N − 〈N〉)3〉 等々統計量を得ることができる。計算を繰り返すことは、
それぞれ別のホライズンの時間発展を追っていることに対応する。

3. 今度は仮の初期値 φi を変えることで、また新たな 〈N〉、〈δN2〉等の統計量の組を
得られる。従って φi を様々に変えれば 〈N〉、〈δN2〉、〈δN3〉等の間の関係性がわ
かり、〈δN2〉、〈δN3〉 · · · を 〈N〉の関数として記述できる。

4. ここでは曲率ゆらぎの 2 点相関に注目するとして、相関関数の Fourier 変換、パ
ワースペクトル Pζ(k)、

Pζ(k) = PδN (k) =
k3

2π2

∫
d3x 〈δN(0)δN(x)〉 e−ik·x, (4.1.2)

を求めたいとする。パワースペクトルを逆 Fourier 変換すれば e-foldings の分散

*1 この章では終了値はスローロール条件が破れる点として定めている。これはスローロール条件が破れると
揺動があっても場は素早く振動し、もはやインフレーションは起こらないことを想定しているからである
が、厳密にはスローロール条件が破れた後も揺動によってインフラトン場がポテンシャルを遡り、再びイ
ンフレーションを起こす可能性はある。また単一スカラー場の模型であればスローロール条件が破れる
点は一意に定まり、エネルギー密度一定面を張るため、δN 形式の終了面としてふさわしいが、複数スカ
ラー場がある時、スローロール条件が破れる点はスカラーのたどる軌跡により、必ずしもいつも同じエネ
ルギー密度で起こるわけではないという問題がある。いずれにせよ、より厳密に行うにはインフレーショ
ン後の振動期まで計算を延長しなければならないだろう。
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〈δN2〉を表現できる。

〈δN2〉 =
∫ kf

ki

d3k

(2π)3
2π2

k3
PδN (k)eik·0

=
∫ kf

ki

dk

k
PδN (k)

=
∫ ln kf

ln kf−〈N〉
PδNdN. (4.1.3)

インフレーション中にのみゆらぎが生成されるとすると、積分範囲 ki < k < kf

はインフレーション開始時のホライズンスケール ki = εaH|i からインフレーショ
ン終了時のホライズンスケール kf = εaH|f までであり、これらの間にはおよそ
ki ' kfe

−〈N〉 の関係がある。ここでは簡単のためむしろ ki を kfe
−〈N〉 で定義し、

この範囲で積分を行うこととする。最後の行へは積分の変数変換 d ln k = dN を
行った。左辺は処方 3.までで 〈N〉の関数として得られているので、両辺を 〈N〉で
微分すれば、パワースペクトルを得られる。

Pζ(k) = PδN (k) =
d

d 〈N〉
〈δN2〉

∣∣∣∣
〈N〉=ln(kf/k)

. (4.1.4)

ストカスティック形式でパワースペクトルを求める処方箋は以上である。第 2章で説明し
た通常の δN 形式との対応はどのようにつくであろうか。特に通常の δN 形式では初期値
φi のゆらぎが e-foldingsのゆらぎにつながるが、ここでは初期値 φi にはゆらぎは入って
いない。これらは次のように理解できる。
通常の δN 形式で初期値に入れるゆらぎは、その初期時刻にちょうどホライズンを出る
モードからの寄与のみである。一方ストカスティック形式で処方 2.において同じ初期値
から各ホライズンの時間発展を開始したとしても、その無限小時間後にはちょうどその時
刻にホライズンを出るモードが揺動項を通して背景場にゆらぎを与える。ストカスティッ
ク形式では以降も各時刻に揺動が入り続けるが、パワースペクトルを求めるには処方 4.

で 〈δN2〉 を 〈N〉 で微分し、〈N〉 = ln(kf/k) となる時刻をとるので、まさに初期時刻直
後にホライズンを出たモードだけを拾ってきていることになる。この点で通常の δN 形式
とストカスティック-δN 形式は対応している。異なるのはストカスティック形式では波
数対応に e-foldings の平均値 〈N〉 を用いている点であり、もし揺動により e-foldings の
平均値そのものが、揺動を入れないで得られる e-foldingsの値からずれるような場合であ
れ、通常の δN とは対応する波数が異なってくる。e-foldingsの平均をずらすのは考えた
いモードがホライズンを出た後の揺動であるので、この意味でストカスティック形式では
短波長モードからの長波長への寄与が考慮されていることになる。また、初期時刻でもそ
れまでにホライズンを出た長波長なゆらぎは乗っているはずであるが、これは十分長波長
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なので均してしまってもよいと考えられ、通常の δN でもこれらの効果は考えられてい
ない。
ストカスティック形式では揺動項によって自動的に e-foldings がゆらぐので、通常の

δN 形式のように e-foldingsをインフラトン場で展開する必要がない。この意味でストカ
スティック形式では曲率ゆらぎを非摂動的に求めることができる。これは上で述べたよう
に、e-foldingsの平均がずれる効果からストカスティック形式では違うモード間の相互作
用があることにも表れている。もともとストカスティック形式は量子ゆらぎの反跳、すな
わち非線形効果を考えるために導入したが、第 3章の冒頭でにらんだ通り、量子ゆらぎを
古典化して扱うことでゆらぎを非摂動的に扱うことに成功したわけである。
次節では具体的に単一スカラー場のスローロールインフレーションにストカスティッ
ク-δN を適応してみよう。

4.2 単一場スローロールインフレーション

ストカスティック形式で曲率ゆらぎのパワースペクトルを求める処方箋が得られたの
で、ここでは単一場スローロールインフレーションに適応してみる。Langevin方程式を
解析的に解くには確率解析の数学が必要であり、それについては付録 Bにまとめてある
ので参照されたし。またこの節では場の IR下付き添字は式が煩雑になるのを防ぐため落
とす。

4.2.1 パワースペクトル

ここではまず、e-foldings を解析的に求めるために、Hubble パラメータを場に対して
直線近似する。

H(φ) ' H0 − αφ. (4.2.1)

αは正定数でインフレーション中はH0 � α|φ|が満たされており、Hubbleパラメータは
ほぼ定数とみなせるとする。次に揺動ありのスローロール方程式 (3.1.23)は、Friedmann

方程式 3M2
pH

2 ' V を用いれば、

φ̇+ 2M2
pH

′(φ) =
H3/2(φ)

2π
ξ(t), (4.2.2)

と変形できる。さらに時間変数を e-foldingsに変換し (dN = Hdt)、H ′ ' −α、H ' H0

の近似を用いれば、

2π
H0

dφ

dN
=

4πM2
pα

H2
0

+ ξ(N). (4.2.3)
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ただし、ξ(N)は時間変数を N とした、1に規格化されたガウス白色雑音である。

〈ξ(N)〉 = 0, 〈ξ(N)ξ(N ′)〉 = δ(N −N ′). (4.2.4)

ちなみに ξ(t) とはデルタ関数の変数変換を通じて ξ(N) = ξ(t)/H1/2
0 の関係がある。式

(4.2.3)を積分すれば、

2π
H0

(φ(N)− φi) =
4πM2

pα

H2
0

N +
∫ N

0

ξ(N ′)dN ′. (4.2.5)

ただし φi = φ(N = 0)と初期時刻を定めている。
右辺第 1 項が等速直線運動を表しているのは明らかだが、実は右辺第 2 項はブラウン
運動W (N)という確率過程になっている。ブラウン運動の厳密な定義は付録 Bで与える
が、ここではブラウン運動の特徴、期待値がゼロで分散 〈W 2(N)〉が N のガウス分布に
右辺第 2項が従うか軽くチェックしよう。まず期待値は、〈∫ N

0

ξ(N ′)dN ′

〉
=
∫ N

0

〈ξ(N ′)〉 dN ′ = 0. (4.2.6)

次に分散は、 〈(∫ N

0

ξ(N ′)dN ′

)2〉
=
∫ N

0

dN ′
∫ N

0

dN ′′ 〈ξ(N ′)ξ(N ′′)〉

=
∫ N

0

dN ′
∫ N

0

dN ′′δ(N ′ −N ′′)

=
∫ N

0

dN ′ = N. (4.2.7)

最後にガウス分布であることは ξ(N) 自身がそうであったことから従う。より厳密な
ブラウン運動との等価性は付録 B で議論するとして、以上より右辺第 2 項はブラウ
ン運動 W (N) であることを認めよう。そうすれば、X(N) = (2π/H0)(φ(N) − φi)、
µ = 4πM2

pα/H
2
0 と定義して、式 (4.2.5)はとても簡単な形、

X(N) = µN +W (N), (4.2.8)

と書ける。これはドリフト付きブラウン運動と呼び、等速直線運動にブラウン運動が乗っ
ている過程を表している。ドリフト付きブラウン運動は非常に初等的確率過程であり、
様々な性質を厳密に求めることができる。運動方程式がこのように簡単になったのは、
Hubbleパラメータをほぼ定数な直線で近似したおかげである。
さて、曲率ゆらぎを求めるには φi から φf (あるいはXi = 0からXf = (2π/H0)(φf −

φi)) に初めて到達するまでの時刻 Nf の統計的性質を求めなければならない。実はドリ
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フト付きブラウン運動の場合、Nf の母関数を求めることができ、それは以下のようにな
る (付録 B参照)。

〈e−JNf 〉 = eXf (µ−
√

2J+µ2). (4.2.9)

J は正の任意定数であり、これの両辺を J で任意関数微分し J → 0とすれば、Nf の任
意次数モーメントも求めることができる。例えば Nf の期待値は、

〈Nf 〉 = − d

dJ
〈e−JNf 〉

∣∣∣∣
J→0

= − d

dJ
eXf (µ−

√
2J+µ2)

∣∣∣∣
J→0

=
Xf

µ
, (4.2.10)

となる。今等速直線運動の速度は µであるので、これは直感にもよく合う。同様にして 2

次、3次のモーメントも求めることができ、結果は、

〈N2
f 〉 =

X2
f

µ2
+
Xf

µ3
, 〈N3

f 〉 =
X3
f

µ3
+ 3

X2
f

µ4
+ 3

Xf

µ5
, (4.2.11)

となる。これらから、ゆらぎを δNf = Nf − 〈Nf 〉と定義すれば、そのモーメントも、

〈δNf 〉 = 0,

〈δN2
f 〉 = 〈N2

f 〉 − 〈Nf 〉
2 =

Xf

µ3
=

1
µ2
〈Nf 〉 ,

〈δN3
f 〉 = 〈N3

f 〉 − 3 〈N2
f 〉 〈Nf 〉+ 2 〈Nf 〉3 = 3

Xf

µ5
=

3
µ4
〈Nf 〉 , (4.2.12)

と計算できる。
前節に与えた処方によれば、曲率ゆらぎのパワースペクトルを求めるには、e-foldings

の分散をその期待値で微分すればよいのであった。従って、

Pζ(k) =
d

d 〈Nf 〉
〈δN2

f 〉
∣∣∣∣
〈Nf 〉=ln(kf/k)

=
1
µ2
. (4.2.13)

一方これを線形摂動理論で求めた結果と比較するために、スローロールパラメータ εH を
導入しよう。

εH = 2M2
p

(
H ′

H

)2

' 2M2
p

α2

H2
0

. (4.2.14)

これとスローロールでの Friedmann 方程式 3M2
pH

2 ' V を用いれば、パワースペクト
ルは、

Pζ(k) =
1

24π2M4
p

V

εH
, (4.2.15)
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と書き直せる。そしてこれは第 2 章で求めた線形摂動理論の結果 (2.4.37) に一致して
いる！
この結果は何を意味しているだろうか。ここでは Hubble パラメータを線形近似した
が、より一般の場合においても十分短い時間では Hubble パラメータを線形近似できるだ
ろう。そして、曲率ゆらぎは単一場スローロールインフレーション中ではスーパーホラ
イズンスケールの曲率ゆらぎは保存するのであった。従って Hubbleパラメータが少なく
とも数 e-foldingsは線形近似がよい場合 (そしてそれはスローロールならほぼ満たされる
だろう)、古典化をよく定義できるよう、考えているスケールがホライズンを出てから数
e-foldingsたったようなある場の値を終了値 φf と定めてしまえば、上の議論はそのまま
適用できる。そしてその場合 αやH0 は、考えているスケールがホライズンを出るあたり
で決めればよい。従って単一場スローロールインフレーション模型では線形摂動理論の結
果とストカスティック形式での結果がほぼ一致することが予想される。
これは単一場スローロールインフレーションでは非ガウス性が小さいという事実とつな
がりがある。非ガウス性が小さいというのは、通常の δN 形式の言葉で言えば、

ζ ' ∂N

∂φ
δφ, (4.2.16)

の近似が良い、ということであり、それは線形摂動理論がうまく行くということである。
従って非摂動的に曲率ゆらぎを求めるストカスティック形式の結果と、線形摂動理論の結
果が一致したのである。非ガウス性については次節でさらに議論しよう。

4.2.2 非ガウス性

ストカスティック形式のさらなる利点として、非摂動な計算ゆえに、摂動の高次の量
も同時に計算できる点が挙げられる。事実前節で与えた処方や、前項の解析計算では
e-foldingsの高次モーメント 〈N3〉 , 〈N4〉 , · · · を求めることができることを示した。ここ
ではそれを利用して、曲率ゆらぎの非ガウス性を計算しよう。
前項の最後でも述べたように、今単一場スローロールインフレーションを考えているの
で、曲率ゆらぎはほぼガウス分布に従うはずである。まずはそれを簡単に確認しよう。例
えばガウス分布からのずれを測るのに使える 1つの量、歪度 Sζ = 〈ζ3〉 / 〈ζ2〉3/2 を考えて
みるとする。ζ が完全にガウス分布ならWickの定理より 〈ζ3〉 = 0 と歪度はゼロである。
一方、式 (4.2.12)の結果を使えば、

Sζ =
〈ζ3〉
〈ζ2〉3/2

=
3
µ

1

〈Nf 〉1/2
= P1/2

ζ

3

〈Nf 〉1/2
. (4.2.17)

観測的な側面から言うと、現在の観測可能宇宙に対するスーパーホライズンスケールのゆ
らぎは、我々にとって一様ゼロモードと区別がつかず、ゆらぎとして計上できない。我々
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がゆらぎとして観測できるのは、Nobs ∼ 60として kf < k < kfe
−Nobs の間のモードだけ

である。逆にゆらぎの平均を求めるときはこれらのモードを全て足し上げたものになるの
で、理論的計算でも kfe

−Nobs までを全て含めて計算するべきである。従って式 (4.2.17)

中で Nf は Nobs ∼ 60 とすべきである。以上より、パワースペクトルが CMB での観測
と無矛盾な値、Pζ ∼ 10−5 であるとするなら、歪度 Sζ は 1より非常に小さくなることが
わかる。もちろん尖度Kζ = 〈ζ4〉 / 〈ζ2〉2 − 3等さらなる高次量も求めることはできるが、
ここではひとまずこの結果から曲率ゆらぎはほぼガウス分布に従うものだと想定しよう。
曲率ゆらぎがほぼガウス分布に従うとき、よく使われる非線形性パラメータ fNL が便
利である。ここでは特に局所型 (local type)非線形性パラメータ f loc

NL を計算してみよう。
f loc
NL は曲率ゆらぎをガウス分布量 g(x)で 2次まで近似した時の係数として定義される。

ζ(x) ' g(x) +
3
5
f loc
NL(g2(x)− 〈g2(x)〉). (4.2.18)

曲率ゆらぎはほぼガウス分布に従うので f loc
NL は 1より十分小さいだろう。この時、曲率

ゆらぎの 2次、3次モーメントは、

〈ζ2〉 = 〈g2〉+O(f loc 2
NL ),

〈ζ3〉 =
9
5
f loc
NL(〈g4〉 − 〈g2〉2) +O(f loc 3

NL ) ' 18
5
f loc
NL 〈g2〉2 . (4.2.19)

ただしWickの定理 〈g4〉 = 3 〈g2〉2 を使った。これらより、最低次で、

f loc
NL '

5
18
〈ζ3〉
〈ζ2〉2

=
5
6

1
Nf
∼ 1

72
. (4.2.20)

ここで上で述べた理由より 〈Nf 〉 ∼ 60とした。
比較のために、通常の δN 形式では非線形性パラメータどう計算されるかも見ておこ
う。δN 形式で、曲率ゆらぎをインフラトン場について 2次まで展開すれば、

ζ(x) = δN(x) ' ∂N

∂φ
δφ(x) +

1
2
∂2N

∂φ2
δφ2(x). (4.2.21)

インフラトンはサブホライズンでほぼ自由場だと思えるので、δφはほとんどガウスゆら
ぎである。従って g(x) = N ′δφ(x)だと思おう。このとき、式 (4.2.18)と比べて、

3
5
f loc
NL =

1
2
N ′′

(N ′)2
. (4.2.22)

雑音なしの運動方程式は、

H
dφ

dN
= −2M2

pH
′, (4.2.23)
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であるので、積分すれば、

N =
1

2M2
pα

∫ φf

φ

(H0 − αφ′)dφ′, N ′ ' − H0

2M2
pα

, N ′′ =
1

2M2
p

. (4.2.24)

従って非線形性パラメータは、

f loc
NL =

5
6
×

2M2
pα

2

H2
0

=
5
6
εH , (4.2.25)

となる。これは一見ストカスティック形式の結果 (4.2.20) とは異なる。しかし実はこれ
らは無矛盾であることを示そう。スローロールパラメータの定義 εH = 2M2

p (H ′/H)2 と
スローロール運動方程式 φ̇+ 2M2

pH
′ = 0より、

εH = − Ḣ

H2
, (4.2.26)

である。これは次のように変形できて、

Hdt = − 1
εH

dH

H
. (4.2.27)

スローロールパラメータの時間依存性が無視できるとすれば、両辺積分して、∫ tf

ti

Hdt =
1
εH

log
(
Hi

Hf

)
. (4.2.28)

左辺は e-foldings の定義そのものである。一方右辺で、スローロールインフレーション
において log(Hf/Hi)は 1のオーダーであると思われるので、従って e-foldings N とス
ローロールパラメータの逆数 ε−1

H は同じオーダーの大きさであることがわかる。よって、
ストカスティック形式での結果と通常の δN 形式の結果は無矛盾である。

4.3 一般の場合への拡張

前節では単一場スローロールインフレーションの場合について、曲率ゆらぎのパワース
ペクトルと非線形性パラメータを解析的に計算した。しかしより一般の場合には数値計算
は免れない。ここではそのためのアルゴリズムを説明しよう。まず単一場の場合、

1. インフラトン場 φに対し、仮の初期値 φi を選ぶ。
2. 選んだ仮の初期値 φi からインフレーションを始め、完全な運動方程式、

H
dφ

dN
(N) = π(N) +

H2

2π
ξ(N),

H
dπ

dN
(N) = −3Hπ(N)− dV

dφ
,

(4.3.1)
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を数値的に解いて、インフレーション終了値 φf (例えばスローロールパラメータが
1 になるところ) に達するまでにかかる時間 N を求める。数値計算のステップ幅
を ∆N として、雑音項 ξ(N)は期待値 0、分散 ∆N のガウス分布乱数に置き換え
る。高度な数値計算法については付録 B で述べている。雑音項があるのでインフ
レーション終了までにかかる時間 N は、計算を行う毎に違う結果を得ることにな
る。従ってこの計算を複数回繰り返せば、N の平均 〈N〉や分散 〈δN2〉、あるいは
〈δN3〉等々の量を得ることができる。

3. 次に 1.に戻り仮の初期値 φi を変えて 2.を実行することで、異なる 〈N〉に対する
〈δN2〉や 〈δN3〉等を得る。こうして 1.2.を繰り返せば 〈δN2〉や 〈δN3〉が 〈N〉の
関数として求まる。

4. 最後に 〈δN2〉を 〈N〉で微分すれば、曲率ゆらぎのパワースペクトルを求めること
ができる。

Pζ(k) =
d 〈δN2〉
d 〈N〉

∣∣∣∣
〈N〉=ln kf−ln k

. (4.3.2)

また、曲率ゆらぎがほぼガウス分布であるなら、局所型非線形性パラメータ f loc
NL

は、

f loc
NL '

〈δN3〉
〈δN2〉2

∣∣∣∣∣
〈N〉∼60

, (4.3.3)

と求められる。もし曲率ゆらぎがガウス分布から大きくずれるなら、以下の連立方
程式を f loc

NL と 〈g2〉 について解く必要がある。
〈ζ2〉 = 〈g2〉+ 18

25
f loc 2
NL 〈g2〉2 ,

〈ζ3〉 =
18
5
f loc
NL 〈g2〉2 +

216
125

f loc 3
NL 〈g2〉3 .

(4.3.4)

複数場インフレーションへの拡張も基本的な概念は同じである。しかし複数場の場合、
アルゴリズム 1.で仮の初期値 φi をどこにとるかが非自明になる。なぜなら場の配位空間
が多次元になっているので、雑音がある場合の運動方程式の解 (これを標本路と呼ぶ)は
一意に定まらず、雑音のない運動方程式の解 (古典解と呼ぶ)とは一致しないからである。
そこで、複数場の場合には、以下のように拡張したアルゴリズムを提唱しよう。

1. 始めにインフレーションの固定開始点を選ぶ。この点はインフレーションが少なく
とも 60 e-foldingsほど続く程度に、ポテンシャルの高い位置に選ばなければなら
ない。

2. この固定開始点からインフレーションを始め、大量の標本路を作っておく。確率解
析の仮定から、各標本路は同じ統計的重みを持つと思われる。
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3. 各標本路に対し、仮の初期値をその標本路上にとることで、上述したアルゴリズム
から 〈N〉と 〈δN2〉の関係性が得られる。すなわち、ある標本路を持ってきたとき、
その標本路上のある点から計算を開始して、〈N〉と 〈δN2〉を求め、またその標本路
上の別の点から計算を開始して、〈N〉と 〈δN2〉を求め、· · · ということを繰り返せ
ばよい。これをすべての標本路について行うことで、各標本路に対して 〈N〉 につ
いての 〈δN2〉の関数形 〈δN2〉 (〈N〉)を得る。

4. 真の 〈δN2〉 (〈N〉)は 3.で求めた 〈δN2〉 (〈N〉)の平均であるとする。各標本路は同
じ統計的重みであるので、真の 〈δN2〉 (〈N〉)を 〈δN2〉exact (〈N〉)、標本路 iに対す
る 〈δN2〉 (〈N〉)を 〈δN2〉i (〈N〉)と書けば、

〈δN2〉exact (〈N〉) =
1
N
∑
i

〈δN2〉i (〈N〉), (4.3.5)

となる。ただし N は生成した標本路の数である。パワースペクトルはこれを用
いて、

Pζ(k) =
d 〈δN2〉exact

d 〈N〉

∣∣∣∣
〈N〉=ln kf−ln k

, (4.3.6)

となる。

アルゴリズムの物理的意味を解説していこう。まずすべての標本路は 1.で選んだ固定
開始点から始められている。これは我々の観測可能宇宙は 60 e-foldings程度前には同じ
ホライズン内にいるので、これより前ではすべて同じ発展を経験してきていることにな
る。すなわち、ここで生成した標本路はすべて、我々の観測可能宇宙内のどこかで実現さ
れた経路、だと解釈できる。
次に真の 〈δN2〉 (〈N〉) を各標本路に対する 〈δN2〉 (〈N〉) の平均だとみなした理由であ
る。各標本路に対する 〈δN2〉 (〈N〉) についてもう少し詳しく考えてみよう。例えば、あ
る標本路に対して 〈N〉 = 30 のときの 〈δN2〉 が何を意味するか。ここでのアルゴリズム
によれば、その標本路上に仮の初期値 φi を選んで運動方程式を繰り返し解いたとき、か
かった e-foldings の平均が 〈N〉 = 30 で分散が 〈δN2〉 ということである。このとき運動
方程式を繰り返し解いて得た経路は、すべて φi から始まっているので、これらはおよそ
30 e-foldings 前には同じホライズン内にあったと考えられる。すなわち、ここで平均や
分散を求めたときのブラケットは、この標本路を実現した空間点 x からインフレーショ
ン終了時に半径 e30H−1

f の球面内の空間での平均を意味していることになる。これは非常
に重要な点である。なぜなら e30H−1

f は我々の観測可能宇宙のインフレーション終了時
の大きさ e60H−1

f に比べ遥かに小さいからである。本当であれば、我々の宇宙で観測され
るパワースペクトルを計算したいなら、半径 e60H−1

f 内全体で平均をとらなければならな
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い。そこでまた別の標本路に対して 〈δN2〉 (〈N〉 = 30) を求めてみるとどうなるだろう。
今度は xとは別の、しかし我々の宇宙内のある空間点 y周りで平均をとった分散である。
このようにいくつもの標本路の周りで 〈δN2〉 (〈N〉 = 30)を求めて、半径 e60H−1

f の球面
内を埋め尽くし、最後に 〈δN2〉 (〈N〉 = 30)の平均をとれば、それが e60H−1

f 内で平均を
とった 〈δN2〉 (〈N〉 = 30)に一致するだろう。これが、4.で真の 〈δN2〉 (〈N〉) を、各標本
路に対する 〈δN2〉 (〈N〉)の平均だとみなした理由である。
実際には半径 e30H−1

f の球で半径 e60H−1
f の球を埋めるには、

4π
3 (e60H−1

f )3

4π
3 (e30H−1

f )3
∼ 1039本, (4.3.7)

の標本路が必要になってきて非現実的であるが、無作為に抽出した標本路ならばこれより
ずっと少ない数で、真の分散を再現できるだろう (図 4.2も参照)。

ここでの議論は抽象的で少しわかりにくいので、次章で実際にハイブリッドインフレー
ションに対しストカスティック-δN のアルゴリズムを適用してパワースペクトルを求め
ながら、このアルゴリズムの理解を深めよう。
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図 4.2. 標本路について平均をとることのイメージ図。固定開始点は、そこからおよそ 60 e-foldings

インフレーションが続くように選ぶ。従って固定開始点から計算された標本路は、60 e-foldingsよ
り前では同じホライズン内にあり、開始点に達してから徐々にホライズンを出始めた空間点たち
を表す。すなわちこれら標本路は、我々の観測可能宇宙内のどこかで実現された場の経路だとみな
せる。一方これらのうち、ある特定の標本路上のある点から繰り返し計算を行ってみて、かかった
e-foldings の平均が N ∼ 30程度であったならば、それはこの標本路から e30/afHf 共動距離離れ
た空間内のインフレーションのみを語る。従って観測可能宇宙全体の物理を得たいなら、固定開始
点から計算されたあらゆる標本路についての結果を足し上げて均さなければならない。
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第 5章

ハイブリッドインフレーション

ハイブリッドインフレーションは Lindeによって提唱 [23]されてから、宇宙論研究者
の間で強い興味を集め続けてきた。そのシンプルなポテンシャル形は単にインフレーショ
ンの現象論としての奥深さも持っているし、またその超対称性理論への埋め込みも盛んに
研究されており [27–30]、素粒子理論への示唆にも富んでいる。谷相でのスペクトラルイ
ンデックスが観測と合わず、単純なハイブリッドインフレーションは棄却されたが、ポテ
ンシャルに log補正を入れたり、滝相でスローロールインフレーションを行ったりする模
型は観測と無矛盾である。本論文では、観測と整合性を合わせて現実的なハイブリッドイ
ンフレーション模型を作ることよりも、単純なポテンシャル形でかつタキオン不安定性と
いう難解な側面を持つハイブリッドインフレーションを、ストカスティック-δN 計算の良
い演習として利用することを目的とする。

5.1 雑音の大きさ

まず始めに雑音の大きさについて議論しておこう。複数場インフレーションにおいて、
種類 iのスカラーに対する Langevin方程式は、式 (4.3.1)、

H
dφi
dN

(N) = πi(N) +
H2

2π
ξi(N),

H
dπi
dN

(N) = −3Hπi(N)− dV

dφi
,

(5.1.1)

であったが、ここで雑音項の係数 H2/2π は、第 3 章での議論より、φi のパワースペク
トル Pφi から来ていて、HP

1/2
φi

(t, kc), kc = εaH と表されるのであった。単一場スロー
ロールインフレーションであれば、インフラトンはサブホライズンでほぼ零質量自由場と
みなせるので P1/2

φ ' H/2π の近似がとても良かったが、複数場の場合、スローロールイ
ンフレーションにおいても、質量の無視できないスカラーが数種類存在することができ
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る。事実、滝場 ψ は臨界点 φc より前ではm2
ψ ∼ H2 の大きな質量を持っているし、臨界

点以降では −m2
ψ ∼ H2 の、やはり無視できない大きさのタキオン質量を持っている。こ

のような場合 P1/2
ψ ' H/2π の近似は悪く、パワースペクトルを得るには実際にモード関

数の方程式を解かなければならない。ゆらぎのないスカラー場の運動方程式は、

φ̈0i + 3Hφ̇0i − a−1∇2φ0i + Vi = 0, (5.1.2)

であったので、その線形ゆらぎの方程式は、

φ̈ki + 3Hφ̇ki +
(
k

a

)2

φki + Vijφkj = 0, (5.1.3)

だ*1。ゆらぎを線形としたのは、十分サブホライズンでは Bunch-Daviesの仮定より自由
場だとみなせるからである。ここで H や V は背景場 φ0i の関数である。ストカスティッ
ク効果を考えない場合、背景場のダイナミクスは一意に決まるので、モード関数の方程式
(5.1.3) から (解析的には無理でも)φki の一意な解を求めることができる。しかしストカ
スティック形式では背景場は考えているホライズン領域での IR成分 φIR,i であり、H や
V 自身も確率過程となる。従って場のパワースペクトル Pφi をあらかじめ計算しておく
ことは不可能で、正しい取り扱いは、IRの方程式、

H(φIR, πIR)
dφIR,i

dN
(N) = πIR,i(N) +H(φIR, πIR)P1/2

φi
(N)ξi(N),

H(φIR, πIR)
dπIR,i

dN
(N) = −3H(φIR, πIR)πIR,i(N)− ∂V (φIR)

∂φIR,i
,

(5.1.4)

を解きながら、その解から得られたH,V を用いてモード関数の方程式 (5.1.3)を解き、再
び IRの方程式 (5.1.4)に戻って雑音項の大きさ Pφi(N)は時刻 N に k = εaH となる波
数 kに対しての k3

2π2 |φk|2 として与える、ということを逐次行わなければならない。これ
は IRの計算ステップが 1つ進むたびに新たな波数 kに対してモード関数を解かなければ
ならないので、計算量が膨大になり、実質的に行えない。
そこでモード関数を定数質量場のときの解 (2.3.23)、

φk =
√
π

2
Hτ3/2H(1)

ν (−kτ), (5.1.5)

で近似してしまおう。時刻 N での雑音の大きさは、その瞬間に k = εaH となって IRに
加わるモードの大きさであるので、τ = −1/aH として、

Pφi(N) =
H2

8π
ε3|H(1)

νi
(ε)|2, (5.1.6)

*1 あるいは共形時間 τ で書き直せば、式 (2.3.9)になる。
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を雑音項の係数とすればよい。ただし νi は、時刻 N での H(φIR, πIR) と
Vii = ∂2V (φIR)/∂φ2

IR,i を用いて、

ν2
i =

9
4
− Vii
H2

, (5.1.7)

である。すなわち、時刻 N に k = εaH となる波数 k のモード関数 φk を、時刻 N での
Vii を定数質量m2

φi
とする解で置き換えたということである。

実際には φi の実効質量 Vii は時間に依存するが、十分サブホライズンでは式 (5.1.3)中
で結局 k2 項が質量項より勝るので、k = εaH となる時刻までなら (すなわちあまりスー
パーホライズンになる前では)真の解と大きなずれはない。またここでは異なる種類の場
の結合による混合 Vij , i 6= j の効果を無視した。混合がある場合、時刻 N の Vij に対し、
それを対角化する行列 P を持ってくれば、λ1

λ2

. . .

 = P−1VijP, (5.1.8)

P−1
ij φkj は混合のない場となる。従って元の場 φki の相関は、

〈φ†kiφkj〉 = 〈(PilP−1
lm φkm)†(PjnP−1

np φkp)〉 = Pjl 〈(P−1φk)†l (P
−1k)l〉P †

li, (5.1.9)

となり、φki のパワースペクトルは、

Pφi =
∑
l

Pil

(
H2

8π
ε3|H(1)

νl
(ε)|2

)
P †
li, (5.1.10)

である。ただし右辺で iについて和はとらない。雑音 ξi も i 6= j でゼロでない相関を持つ
ようになる。

〈ξi(N,x)ξj(N ′,x′)〉

=

∑
l Pil

(
H2

8π ε
3|H(1)

νl (ε)|2
)
P †
lj

P1/2
φi
P1/2
φj

δ(N −N ′)θ(1− kcr). (5.1.11)

kc = εaH, r = |x− x′|で、Pφi は式 (5.1.10)で与えられたものである。しかし、今回考
えるパラメータのハイブリッドインフレーションでは、φと ψの実効質量が大きくことな
るので、すでにほぼ質量固有状態になっており、混合 Vij , i 6= j の効果は無視できる。

5.2 ダイナミクス

本論文で計算に使用する模型パラメータは、ポテンシャル形、

V = Λ4

[(
1− ψ2

M2

)2

+
φ2

µ2
+ 2

φ2ψ2

φ2
cM

2

]
, (5.2.1)
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に対し、

µ/Mp = 200,
M/Mp = 0.11,
φc/Mp = 0.1,

Λ/Mp = 5× 10−5, (5.2.2)

である。φc は臨界点、M は滝場 ψ の最終的な真空期待値であるので、小場インフレー
ションの理念より φc,M � Mp がよい。また超対称模型に埋め込むと φc ' M が要請さ
れる [27–30]。µは臨界点以降の e-foldingsの長さを決めるパラメータでここでは臨界点
以降 N ∼ 30程度かかる µを選んでいる。最後に Λであるが、谷相での ψ ' 0近似の曲
率ゆらぎ (2.4.53)の φc での値は、現在のパラメータで、

Pζ =
1

12π2M6
p

V 3
0

m4
φφ

2
c

' 1
12π2M6

p

Λ12

(2Λ4/µ2)2φ2
c

' 3.4× 108 Λ4

M4
p

, (5.2.3)

となるので、これが Pζ の観測値 2.215× 10−9 にだいたい合うように決めている*2。
このパラメータのもとで、初期値 (φ, ψ) = (0.1001, 10−10)から始めた標本路の 1つを
図 5.1に示した。ただし、N はインフレーション開始時をゼロとしており、時間は右に向
かって進む。滝場 ψ は初めゼロに向かって転がるが、φが小さくなるにつれて ψ の実効
質量が小さくなり揺動が大きくなるので、揺動のある解 (stochastic)の |ψ|は揺動のない
解 (classical) より大きくなっている。インフラトン場 φ は、しばらく揺動の効果はほと
んど見られないが、インフレーション最後に、揺動によってより急激に成長した ψの生む
実効質量によって急激に転がり落ちている。ちなみに揺動のない解ではインフレーション
が終了するまで 62.4 e-foldingsかかるので、揺動があると 10 e-foldings以上早くインフ
レーションが終わることになる。また、臨界点 φc = 0.1Mp を通過するのは 20 e-foldings

程度経過した時であることがわかる。
スローロールパラメータの時間変化も見てみよう。2スカラー場インフレーションには
以下の 5つのスローロールパラメータがある。

εφ =
M2
p

2

(
Vφ
V

)2

, εψ =
M2
p

2

(
Vψ
V

)2

ηφφ = M2
p

Vφφ
V

, ηφψ = M2
p

Vφψ
V

, ηψψ = M2
p

Vψψ
V

. (5.2.4)

図 5.1に示した標本路に対する、これらスローロールパラメータの時間変化を図 5.2に示
した。左図より |ηφψ|か |ηψψ|のどちらかが 1を超えてスローロール条件が破れることが

*2 本論文では観測と整合する模型を作ることが目的ではないし、結局スペクトラルインデックスが観測と合
わないので、本当は Pζ ∼ 2 × 10−9 とする理由はない。
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図 5.1. 標本路の 1つ (stochastic)と雑音項のない運動方程式の解 (classical)のプロット。N は初
期値をゼロとしており、時間は右に向かって進む。
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図 5.2. 5 つのスローロールパラメータの時間変化 (左図) とインフレーション終了付近の拡大 (右
図)。最初に |ηψψ|が 1を超えてスローロール条件が破れることがわかる。

わかるので、右図にインフレーション終了付近の |ηφψ|と |ηψψ|を拡大プロットした。こ
れにより |ηψψ|が初めに 1を超えることがわかる。
複数場インフレーションの場合、スローロール条件が破れる点を δN 形式の終了点とす
るのは良くない。なぜなら δN の終了面は等密度切断を選ばなければならないが、スロー
ロール条件が破れる点が等密度面に乗っている保証はないからである。実際図 5.3 には
ηψψ の等高線 (破線)とポテンシャルの等高線 (実線。数値は運動項を除いた Hubbleパラ
メータ H に対し、H/Mp × 109) を示したが、これらは全く一致していないことがわか
る。赤線は標本路の 1つであるが、これを見ると ηψψ < −1となってから (運動項を除い
て)H/Mp = 1.4433758× 10−9 となることがわかるので、本章ではインフレーションの終
了条件として、運動項も含めH/Mp = 1.4433758× 10−9 を選んでいる。運動項を含めれ
ば終了面は正しく等密度切断である。
ここまでの図には 1つの標本路しかプロットしてこなかったので、上の議論は選んだ標
本路に依るのではないかという疑問が出るかもしれない。しかし揺動のある解も上の議論
を崩すほど大きく異なった経路をとることはほぼありえないことが確かめられている。
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図 5.3. スローロール条件の破れる点と等ポテンシャル面の不一致。破線は ηψψ についての等高線
であり、実線はポテンシャルについての等高線である。数値は、運動項を除いた Hubbleパラメー
タ H に対し H/Mp × 109 を記している。スローロール条件は |ηψψ|が 1を超えると破れるが、こ
の点は等ポテンシャル面には全く一致していないので、δN 形式の終了点とできない。赤線は標本
路の 1つである。

5.3 通常の δN 形式

ストカスティック-δN 形式で計算する前に通常の δN 形式の適用範囲について少し
述べよう。通常の δN 形式において曲率ゆらぎは、δN の開始面でインフラトン場を
δφ ' P1/2

φ 程度ずらした時、インフレーション終了までにかかる e-foldingsのずれとして
求められた。スカラーが 2つある場合は、スカラーのゆらぎの間に相関がないとして (実
効質量による混合は小さいのであった)、

Pζ(k) = N2
φPφ +N2

ψPψ

=
[(
N(φ+ P1/2

φ , ψ)−N(φ, ψ)
)2

+
(
N(φ, ψ + P1/2

ψ )−N(φ, ψ)
)2
]∣∣∣∣
k=aH

, (5.3.1)

となる。このとき、前提としてゆらぎ P1/2
φ ,P1/2

ψ は φ や ψ より十分小さくなければ
ならない。そうでなければゆらぎとしての取り扱いが成り立たない。図 5.1 を見ると
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図 5.4. 通常の δN 形式を用いて計算した曲率ゆらぎのパワースペクトル Pζ . 時間 N は今度はイ
ンフレーション終了をゼロとした定義であることに注意。臨界点 N ∼ 42より少しあとにピークが
立っている。右図は曲率ゆらぎが 1を大きく超えているので、ゆらぎの処方が破綻している。

P1/2
φ � φ ではあるが、明らかに P1/2

ψ > |ψ| である。実際ざっくりとした見積もり
Pψ ∼ H/2π ' Λ2/(2πMp) = 4× 10−10Mp に対し、揺動のない解の |ψ|は N ∼ 20では
10−13Mp より小さくなっている。
仮にエネルギースケールがもっと低くければこの問題は解決されるので、まずは

Λ = 5 × 10−8Mp で計算してみよう。図 5.4の左にその結果をのせた。今度の N はゆら
ぎのない解がインフレーション終了までにかかる e-foldings を表しているので、インフ
レーション終了時刻がN = 0である。従って逆にインフレーション開始時刻はN = 62.4

であるし、そこから 20 e-foldingsほどかかる臨界点は N ' 42である。図を見ると、臨
界点をやや過ぎたあたりに曲率ゆらぎのピークが立っている。Pζ ∝ V/εであるから、ポ
テンシャルの傾き εが小さいほど曲率ゆらぎは大きくなるので、εψ = 0である臨界点付
近にピークが立つのは直感に合う。ピークが臨界点ちょうどではなく、やや過ぎた所に立
つのは、ちょうど臨界点では場はインフラトン φ方向に主に動いていて、曲率ゆらぎに寄
与するのは εψ ではなく εφ だからである。従ってこの結果におかしな点はない。
一方 Λ = 5 × 10−5Mp の計算結果が図 5.4の右である。今度は曲率ゆらぎのパワース
ペクトルが 1を大きく超えてしまっている。これが δψ2 � ψ2 となってしまっているこ
との表れで、広い波数領域でゆらぎが 1を超えているこの計算は正しくゆらぎが定義でき
ていないことを意味している。
ストカスティック形式ではゆらぎまでも含めた IR 成分を背景として扱うので δψ =

ψIR −
√
〈ψ2

IR〉 <
√
〈ψ2

IR〉をかならず満たす。従って曲率ゆらぎがゆらぎとして扱える領
域 (インフレーション終了時点での 〈δN2〉が 1を超えない)であれば、∆N > 1ほどの広
い波数領域でパワースペクトルが 1を超えるということは起こらないし、逆にパワースペ
クトルが 1を大きく超えるなら、その模型が生む曲率ゆらぎはもはやゆらぎとして扱えな
いということが言える。事実ストカスティック-δN の処方では Λ = 5 × 10−5Mp のとき
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図 5.5. ある標本路に対する e-foldings の平均と分散のプロット。各点はそれぞれ、標本路上のあ
る点から数値計算を繰り返したとき、平均してかかる e-foldings 〈N〉 と分散 〈δN2〉 を表す。これ
の微分がパワースペクトルである。統計誤差を除いて単調増加であるので確かにパワースペクトル
は常に正である。

でもパワースペクトルは 1を超えないことを次節で見よう。

5.4 ストカスティック-δN

いよいよハイブリッドインフレーションにストカスティック-δN を適用しよう。前章
与えた処方によれば、ある標本路上のさまざまな点から数値計算を開始し、各点ごとにか
かった e-foldingsの平均と分散をプロットして、最後に標本路について平均をとればよい
のであった。例えばある標本路に対し、e-foldingsの平均と分散をプロットしたものを図
5.5に与えた。プロット上で 1つの点は標本路上の 1つの点に対応し、その点から数値計
算を繰り返し行ったとき、平均してかかる e-foldings 〈N〉 と分散 〈δN2〉 を表している。
プロット上で右上の方の点は、ポテンシャルの比較的高い位置に初期値を取ったデータで
あり、左下の方の点は、ポテンシャルの低い位置に初期値を取ったデータであるというこ
とだ (図 5.6も参照)。
階段関数のような形をしているが、これの微分がパワースペクトルであったので、パ
ワースペクトルは N ∼ 24程度にピークを持つデルタ関数のような形になる。パワースペ
クトルが常に正になるには分散のプロットは 〈N〉について単調増加でなければならない
が、〈N〉 > 30は統計誤差でゆらいでいるだけなので、問題はない。
しかし、また別の標本路に対して同じプロットを行うと図 5.7 のようになる。右図は

N ∼ 24あたりの拡大図であるが、今度は明らかに単調増加ではなくなっていて病的であ
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図 5.6. 固定開始点 (φ, ψ) = (0.1001Mp, 10−10Mp) から開始された標本路。この標本路上の適当
な点を仮の初期値としてここから繰り返し計算を行うと、この点に対し、かかった e-foldingsの平
均 〈N〉や分散 〈δN2〉が得られる。これが図 5.5のようなプロットの 1つの点に対応する。

る。実はこれが、前章述べたようにさまざまな標本路についての平均をとって真の分散を
求めなければならない理由である。インフレーション中はゆらぎが生成される一方だから
必ず 〈δN2〉は 〈N〉について単調増加になるが、それはあくまで常に同じ体積中で平均を
とっている場合のみである。ここで行った計算は、例えば 〈N〉 = 40の点はこの標本路を
実現した空間点周り半径 e40H−1

f の球内で平均をとった量であるが、〈N〉 = 20の点は半
径 e20H−1

f の球内でしか平均をとっていない。そのため必ずしも分散が単調増加するとは
言えないのである。
別の理解として、ポテンシャルの言葉で言えば、インフレーション終了までかかる

e-foldingsの平均 〈N〉に関する等高線と、分散 〈δN2〉に関する等高線が必ずしも一致し
ないということを意味しているとも言える。そのため標本路が通った経路によっては分散
は単調でなくなり得る。
いずれにせよ、さまざまな標本路に対して平均をとればこの問題は解消されなれければ
ならない。図 5.8には 45本の標本路について平均をとったプロットをのせた。45本の標
本路はすべて同じ初期値 (φ, ψ) = (0.1001, 10−10) から始めている。この点は 〈N〉 ∼ 50

に対応しているので、これらの標本路はインフレーション終了時に半径 e50H−1
f の球内に

ある空間点のどこかで実現されたと解釈できる。従ってこれら標本路についてさらに平
均をとった 〈δN2〉は常に半径 e50/afHf の同じ共動座標球内で平均をとった 〈δN2〉 とな
る。そのため確かに 〈δN2〉は 〈N〉について単調となっており、パワースペクトルは常に
正である。
このプロットを微分して得たパワースペクトルは図 5.9のようになる。注目すべきは、
前節通常の δN 形式で計算したパワースペクトルは 1 を大きく超えていたが、ストカス
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図 5.7. 別のある標本路に対する 〈N〉 対 〈δN2〉 プロット。右図は N ∼ 24 あたりの拡大。この付
近で明らかに単調増加ではなくなっており、負のパワースペクトルを与える。これはこの特別な標
本路の周辺でしか平均をとってないことに起因している。
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図 5.8. 破線は 45本の標本路それぞれに対しての 〈N〉対 〈δN2〉のプロットであり、実線はその平
均。さまざまな標本路に対して平均をとれば確かに分散 〈δN2〉は 〈N〉について単調である。

ティック-δN で得られた結果は 1より小さいという点だ！ これはこの模型に対して、通
常の単純な δN 形式は適用できず、ストカスティック-δN 形式を用いなければならないこ
とを明確に示している。これが本論文の主要な結果である。
今回のパラメータでは最終的に 〈δN2〉が 1を超えてしまっているため、曲率ゆらぎは
ゆらぎとして破綻してしまっている。しかしこれは Λ をほんの少し下げれば解消される
ので、大きな問題ではない。ストカスティック形式では分散を微分してパワースペクトル
を求めているので、最終的に分散が 1を超えないような模型、あるいはパラメータであれ
ば広い波数領域でパワースペクトルが 1 を超えるということはないことが、自明にわか
る。従って 〈δN2〉 < 1であれば、運動項が正準であるすべてのインフレーション模型に
対し、ストカスティック-δN 形式は正しいパワースペクトルを与える。
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図 5.9. 図 5.8で示した分散を微分して得られた曲率ゆらぎのパワースペクトル Pζ . 誤差は標準誤
差 = 標準偏差/

p

sample数 (= 45) で与えている。通常の δN ではパワースペクトルが 1 を大き
く超えたが、ストカスティック-δN の結果は 1を超えていない。これはストカスティック-δN 形式
の成功を明確に示している。
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第 6章

結

本論文ではストカスティック形式を利用した、インフレーションで作られる曲率ゆらぎ
を計算する新しい手法を提唱した。我々の手法ではインフラトン場のゆらぎについて摂動
展開することなく e-foldingsのゆらぎが直接計算され、それが δN 形式によって曲率ゆら
ぎに変換される。第 4章で見たように、Hubbleパラメータの変化が小さいような単一場
スローロールインフレーションでは、確率解析の数学を応用することで我々の手法を解
析的に実行でき、その結果は通常の線形摂動理論と無矛盾である。Hubbleパラメータの
変化が大きい場合でも、単一場スローロールであればいつでも数 e-foldings 程度あれば
Hubbleパラメータの変化は小さいとできるので、生成された曲率ゆらぎが保存されるこ
とから、我々の手法と線形摂動理論は大きなずれを生まない。また第 5章では、摂動論が
破綻するハイブリッドインフレーションの臨界点まわりに対し我々の手法を適用した。ハ
イブリッドインフレーションでの曲率ゆらぎは長い間さまざまな近似のもとで研究されて
きたが、ストカスティック形式では古典ダイナミクスとゆらぎを統合して扱えるので、摂
動論が破綻するような場合でも大きな近似を必要とせずそのまま適用できる。実際ハイブ
リッドインフレーションの臨界点まわりでは、単なる摂動論では不可解な結果が出るのに
対し、我々の手法では妥当な結果が出ることを見た。

CMBや大規模構造の観測から大スケールのゆらぎは ∼ 10−5 と非常に小さいことがわ
かっているので、このスケールでは線形摂動論がよい。一方、より小スケールではゆらぎ
が小さいとは限らない。実際小スケールでゆらぎが大きいと原始ブラックホールや超コン
パクトミニハロー等の興味深い天体が生成されることが示唆されているので、これらを正
しく扱うためにも非摂動的な我々の手法は重要である。
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付録 A

有限温度場の理論

インフレーション中、あるいはブラックホール周りで量子論を展開しようと思ったと
きに困るのが、ホライズンという概念である。ホライズンとは一度越えると戻って来ら
れない境界であり、考えている領域 (内と呼ぶ)はホライズンを越えた側 (外と呼ぶ)から
の因果を受けない。従ってホライズンの内側しか Hilbert空間は張れないのだが、しかし
量子論的にはホライズン付近で外と内は相互作用するようである。実際ホライズンがあ
ると Hawking温度が定義され、Hawking輻射が予言されるが、これはホライズンの外側
に負のエネルギーの粒子を落とすことで、内側に輻射を生じさせるものである。インフ
レーション中のゆらぎの生成 (あるいは粒子生成)も同様で、つまりこれらを正しく扱う
には、ホライズンの外の Hilbert空間も同時に考えなければならない。しかしホライズン
の外から情報は得られないので必然的に混合状態を扱うこととなり、これを Hawking温
度の由来と考えることもできる [53]。こうするとインフレーション中の量子論はまさに有
限温度中の非平衡量子論と対応し、この分野での技術を使うことが出来そうである。そし
て実際 3.2 節ではこの分野における手法、Closed Time Path (CTP) 形式を用いること
で Langevin方程式を導いている。
この付録では、まず有限温度中の非平衡量子論、特に CTP形式について説明し、後に

3.2節で飛ばした計算の詳細を追う。

A.1 実時間形式

有限温度場の理論でよく用いられるのが時間をWick回転して虚時間を定義し、それを
温度と対応させる虚時間形式であるが、これは時間を温度に対応させてしまったので時間
発展を扱えず、従って定常状態しか議論できない。非平衡状態を扱うには時間をそのまま
使う実時間形式を使わねばならないが、有限温度ゆえ混合状態を扱うことになる。混合状
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態は密度演算子 (あるいは密度行列)ρで指定される。

ρ(t) =
∑
n

pn |φn(t)〉 〈φn(t)| ,
∑
n

pn = 1. (A.1.1)

pn は状態 |φn(t)〉を観測する確率であり、Schrödinger表示をとっている。nについての
和は離散的である必要はなく積分でもよい。この形を見れば明らかなように |φn(t)〉 を
状態ベクトルと呼ぶなら ρは確かに密度行列でありその空間は Hilbert空間を H として
H ×H である。この結果として場の自由度が 2倍に増えることになる。この節ではまず
実時間形式を扱う CTP形式を定義し、その後その形式の諸性質を見て行く。

A.1.1 Closed Time Path 形式

混合状態において任意の演算子 O の期待値は以下で定義される。

〈O〉 (t) = Tr(ρ(t)O) =
∑
n

pn 〈φn(t)| O |φn(t)〉 . (A.1.2)

次に Schrödinger表示で状態は、H を Hamiltonianとして時間発展方程式、

i
∂ |φ(t)〉
∂t

= H |φ(t)〉 , (A.1.3)

を満たすので、密度演算子の定義 (A.1.1)より、ρ(t)は、

i
∂ρ(t)
∂t

= [H, ρ(t)], (A.1.4)

を満たす。従って密度演算子の時間発展は、H が時間に陽に依存しないならば、以下の形
で表される。

ρ(t) = e−iHtρ(0)eiHt. (A.1.5)

より一般には、時間発展演算子、

U(t, t′) = T
(
e−i

R t
t′ dt

′′H(t′′)
)
, (A.1.6)

を定義して、

ρ(t) = U(t, 0)ρ(0)U†(t, 0) = U(t, 0)ρ(0)U(0, t), (A.1.7)

となる。ただし T は時間順序演算子である。また、時間発展演算子の重要な性質を挙げ
ておこう。

U(t, t) = 1,
U(t1, t2)U(t2, t3) = U(t1, t3). (A.1.8)
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以上より、演算子 O の期待値は次のように変形できる。

〈O〉 (t) = Tr[ρ(t)O]
= Tr[U(t, ti)ρ(ti)U(ti, t)O]
= Tr[ρ(ti)U(ti, t)OU(t, ti)]
= Tr[ρ(ti)U(ti, tf )U(tf , t)OU(t, ti)]. (A.1.9)

こうするとあたかも、ti から tまで進み、演算子 Oを挿入して tf まで行き、tf で折り返
して ti まで戻ってきた、というように解釈できる。つまり時刻 tで演算子 O の期待値を
求めたければ、任意の開始時刻 ti と終時刻 tf (ただし ti < t < tf ) を決めて、時間経路
をこの間で往復し、時刻 tに演算子 O を挿入すればよい。この時間経路の往復が Closed

Time Path形式の名前の所以である。
さて、期待値が理解できたので、それに従って生成汎関数を以下のように定義しよう。
ただしここからは Schrödinger表示から Heisenberg表示に移る。

Z[Jc] = Tr
[
ρTc

(
ei

R

c
d4xJc(x)φ(x)

)]
. (A.1.10)

ただし時間積分は上述定めたような往復経路 C に沿っており、時間順序演算子は経路 C

に従って順序づけるものとする。後はよくやるように完全系を細かく挿入すれば、

Z[Jc] = N
∑
n

pn

∫
φ(ti)=φn

DφΨ∗[φn, ti]Ψ[φn, ti]

× exp
[
i

∫
c

d4x(L(x) + Jc(x)φ(x))
]
. (A.1.11)

Ψ[φn, ti]は確率汎関数 Ψ[φn, ti] = 〈φn|φ(ti,x)〉である。|φ(ti,x)〉は φ(ti,x)の固有状態
である。これはいつものように ti → −∞とし、−iε処方 (φの質量 m2 を m2 − iεに置
き換え、最後に ε→ 0をとること)を行えば、始状態として真空以外寄与せず、Ψ[φn, ti]

依存性は落ちる。さらに終時間も tf → +∞とし*1、時間経路 C を往路と復路に 2分割、
往路 C+ 上での φを φ+、復路 C− 上での φを φ− とすれば (これを二重化と呼ぶ)、最終
的に、

Z[Jc] = N
∫

Dφ+Dφ−ei(S[φ+]−S[φ−])

× exp
(
i

∫
d4x(J+

c (x)φ+(x)− J−
c (x)φ−(x))

)
. (A.1.12)

時間積分は通常通り −∞ < t < +∞で行われており、φ− に関する部分はもともと時間
を逆向きに積分していたので負号が出ている。

*1 tf → +∞としなければ二重化した時に Ψ[φn, tf ]依存性が出てしまう。従って ti と同様に −iε処方で
これを落とす。
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A.1.2 伝播関数

二重化によって混合状態の期待値が通常の散乱振幅と同様に計算できることがわかった
が、伝播関数を構成するためにいったん二重化の前まで戻ろう。伝播関数は、

iGc(t− t′) = 〈Tc(φ(t)φ(t′))〉
= θc(t− t′) 〈φ(t)φ(t′)〉+ θc(t− t′) 〈φ(t′)φ(t)〉

= (−i)2 δ2Z[Jc]
δJc(t)δJc(t′)

∣∣∣∣
Jc=0

, (A.1.13)

で定義される。ただし階段関数は、

θc(t− t′) =


θ(t− t′) t, t′ ∈ C+

θ(t′ − t) t, t′ ∈ C−

0 t ∈ C+, t′ ∈ C−

1 t′ ∈ C+, t ∈ C−

(A.1.14)

で定義されている。便利なので同様にデルタ関数も定義しよう。

δc(t− t′) =
dθc(t− t′)

dt
=


δ(t− t′) t, t′ ∈ C+

−δ(t− t′) t, t′ ∈ C−

0 それ以外
(A.1.15)

これは明らかにデルタ関数の定義、∫
c

dt′δ(t− t′)f(t′) = f(t), (A.1.16)

を満たしている。
相互作用は後で摂動的に入れるのでここでは自由場を考えよう。Lagrangianは、

L = −1
2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2. (A.1.17)

このとき生成汎関数は厳密に積分できて、

Z[Jc] = N exp
[
− i

2

∫
c

dtdt′
∫
d3xd3yJc(t,x)Gc(t− t′,x− y)Jc(t′,y)

]
.(A.1.18)

となる。Gc は Klein-Gordon演算子の Green関数になっていて、

(∂µ∂µ −m2)Gc(t− t′,x− y) = δc(t− t′)δ3(x− y). (A.1.19)

あるいは一様 de Sitter背景であれば、生成汎関数の重みが、

ei
R

c
d4x

√
−g(L(x)+Jc(x)φ(x)) = ei

R

c
d4xa3(t)(L(x)+Jc(x)φ(x)), (A.1.20)



A.1 実時間形式 115

となり、部分積分した時に時間微分が a3(t)にあたるので、Gc は次の演算子の Green関
数になる。

− a3(t)
[
∂2
t + 3H∂t −

∇2

a2(t)
+m2

]
Gc(t− t′,x− y)

= δc(t− t′)δ3(x− y). (A.1.21)

特に −∂2
t − 3H∂t + ∇2

a2(t) を d’Alembertian �と定義すると、今後の平坦時空の議論で、
Klein-Gordon 演算子の前に a3(t) をつけ、∂µ∂µ を � に置き換えればよいので便利で
ある。
後はこれを Fourier変換すれば解けるのだが、後で演算子形式の議論で解くのでここは
これまでにしておいて、二重化の議論に戻ろう。

A.1.3 行列表示

場を二重化して生成汎関数が散乱理論と同じように書けたのだから、伝播関数も二重化
すれば、さらに整合性がとれるだろう。すなわち伝播関数を以下のように 4つに分割して
みよう。

iG++(t− t′) = 〈T (φ(t)φ(t′))〉 t, t′ ∈ C+

iG+−(t− t′) = 〈φ(t′)φ(t)〉 t ∈ C+, t′ ∈ C−

iG−+(t− t′) = 〈φ(t)φ(t′)〉 t ∈ C−, t′ ∈ C+

iG−−(t− t′) = 〈T̄ (φ(t)φ(t′))〉 t, t′ ∈ C− (A.1.22)

ただし T̄ は時間逆順序演算子である。こうしておけば、場を二重項で表示して、

φa =
(
φ+

φ−

)
,

Ja =
(
J+

J−

)
, (A.1.23)

この 2次元空間に (1,−1)の計量を入れれば、生成汎関数は、

Z[J+, J−] = N e− i
2

R

d4xd4yJa(x)Gab(x,y)Jb(y), (A.1.24)

と簡略的に表せる。この時伝播関数は生成汎関数を使って、

iGab(x, y) = (−i)2 δZ[J ]
δJa(x)δJb(y)

∣∣∣∣
J=0

, (A.1.25)

と表される。
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A.2 影響作用の計算

CTP形式を用いて、質量項までを取り入れた影響作用 (3.2.14)を求めよう。便利な次
の微分演算子、

Λ̃ = −a3(t)
[
∂2
t + 3H∂t −

∇2

a2(t)
+m2

]
, (A.2.1)

を導入しておけば、質量項までの作用は、

S[φ] =
∫
d4x

1
2
φΛ̃φ, (A.2.2)

と簡単に書ける。従って場を IRと UVにわけて φ = φIR + φUV とし、さらに +と −に
二重化すれば、質量項までの影響汎関数 (3.2.10)は、

F [φIR = ϕ; JUV = 0]

=
∫

Dφ±UV exp
[
i

∫
d4xd4y

(
1
2
φaUV(x)Λab(x, y)φbUV(y) + ϕa(x)Λab(x, y)φbUV(y)

)]
=
∫

Dφ±UV exp
[
i

(
1
2
φUVΛφUV + ϕΛφUV

)]
, (A.2.3)

となる。ただし、

Λab(x, y) =
(

Λ̃x 0
0 −Λ̃x

)
δ4(x− y), (A.2.4)

であり、3行目は 2行目を行列表示で簡略化していることを意味する。Λab(x, y)中の微
分演算子 Λ̃ は第 1 引数 x についての微分であることを、Λ̃x として表している。前節よ
り、この Λab(x, y)の逆 G(x, y)が伝播関数であったので、次を得る。

i(Λ−1)ab(x, y) =
(
〈T (φUV(x)φUV(y))〉 〈φUV(y)φUV(x)〉
〈φUV(x)φUV(y)〉 〈T̄ (φUV(x)φUV(y))〉

)
. (A.2.5)

従って式 (A.2.3)に 1 = ΛΛ−1 をはさみ、部分積分を行えば、

F =
∫

Dφ±UV exp
[
i

(
1
2
φUV
−→
ΛΛ−1←−ΛφUV + ϕ

−→
ΛΛ−1←−ΛφUV

)]
. (A.2.6)

ただし矢印は微分がかかっている方向を示す*2。ここで空間引数をきちんと考えてみよ
う。例えば第 1項は、

φUV(x1)
−→
Λ(x1, x2)Λ−1(x2, x3)

←−
Λ(x3, x4)φUV(x4), (A.2.7)

*2 Λは 2回微分であるから、部分積分を 2回行うことになり負号は出ないことに注意しよう。
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であるが、Λは第 1引数に関しての微分であったから、微分は −→ΛΛ−1←−Λ の中で簡潔して
いることになる！ 従って −→ΛΛ−1←−Λ はもはや単なる数である。よって式 (A.2.6)は普通の
ガウス積分になったので、ϕに依らない定数を規格化因子 N として出してしまえば、

F = N exp
[
−i1

2
ϕ
−→
ΛΛ−1←−Λϕ

]
, (A.2.8)

と積分できてしまう。
UV成分は窓関数W (k, t)を用いて、

φUV(x) =
∫

d3k

(2π)3
W (k, t)φke

ik·x, (A.2.9)

と定義されたことを用いて、Fourier空間に移行すれば、

F = N exp
[
−1

2

∫
dtdt′

∫
d3k

(2π)3
d3q

(2π)3
ϕ−k(t)

−→
Λ k(t)W (k, t)

×
(
〈T (φ̂k(t)φ̂q(t′))〉 〈φ̂q(t′)φ̂k(t)〉
〈φ̂k(t)φ̂q(t′)〉 〈T̄ (φ̂k(t)φ̂q(t′))〉

)
W (q, t′)

←−
Λ q(t′)ϕ−q(t′)

]
. (A.2.10)

W → θ の極限で IR場 ϕとW は直交するので、最低でも 1回はW に Λの時間微分が
かからなければゼロになってしまう。従って非零の寄与を生むのは、

F = N exp
[
−1

2

∫
dtdt′

∫
d3k

(2π)3
d3q

(2π)3
a3(t)ϕ−k(t)

−→
P tσ3

×
(
〈T (φ̂k(t)φ̂q(t′))〉 〈φ̂q(t′)φ̂k(t)〉
〈φ̂k(t)φ̂q(t′)〉 〈T̄ (φ̂k(t)φ̂q(t′))〉

)
σ3
←−
P t′a

3(t′)ϕ−q(t′)
]
, (A.2.11)

となる。ただし σ3 は Pauli行列、

σ3 =
(

1 0
0 −1

)
, (A.2.12)

で、Pt は次式で定義される微分演算子である。

Pt =
[
Ẅ (k, t) + 3HẆ (k, t) + 2Ẇ (k, t)∂t

]
. (A.2.13)

後はモード関数の定義、

φ̂k = φk(t)âk + φ∗k(t)â
†
−k, (A.2.14)

を代入すれば、少しの計算の後、影響作用 (3.2.14)、

S
(1)
IA =

i

2

∫
d4xd4x′ϕq(x)Re[Π(x, x′)]ϕq(x′)

−2
∫
d4xd4x′θ(t− t′)ϕq(x)Im[Π(x, x′)]ϕc(x′),

Π(x, x′) =
∫

d3k

(2π)3
a3(t)[Ptφk(t)]eik·xa3(t′)[Pt′φ∗k(t′)]e−ik·x

′
, (A.2.15)
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を得る。
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ストカスティック形式ではインフラトンの運動方程式に統計的乱数が入ってきた。この
ように確率的に変動する項が入る微分方程式を数学的に扱うのが (連続時間の)確率解析
という分野である。第 4章では確率解析の技術をストカスティックインフレーションに応
用するので、ここではあまり数学的になりすぎない程度に確率解析の理論 [64]を展開して
いこう。
まず B.1 節は無限確率空間に関するいくつかの定義づけに割き、ついで B.2 節では情
報をモデル化し、マルチンゲール等の重要な概念を扱う。B.3節ではブラウン運動を定義
し、実際に第 4 章で用いる数学的事実を導く。最後に B.4 では伊藤積分を定義すること
で、物理の分野では比較的直感的に扱われる白色雑音の正しい取扱いを述べる。

B.1 一般的な確率論

B.1.1 無限確率空間

確率論は確率空間を定めることから始まる。特に連続時間の確率解析を行うには、後に
明らかになるが、無限に多くの結果が起こり得る確率的試行をモデル化しなければならな
い。このために無限確率空間が必要となる。以降、コインを無限に多くの回数投げる試行
を例にとりながら議論を進めていこう。
コインを無限回投げる場合、起こり得る結果の集合、標本空間 Ωは次のようになる。

Ω = H と T からなる無限列の集合. (B.1.1)

H(head)と T (tail)はそれぞれコインの表と裏を意味する。Ωの元を ω = ω1ω2 · · · と書
くことにする。ただし ωn は n回目のコイン投げの結果である。さて、もしこれが有限回
コインを投げる試行であれば、それぞれの結果に対し、確率を簡単に定義できる。例えば
コインを連続して 2回投げるのであれば、標本空間は Ω = {HH,HT, TH, TT}であり、
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コインが公平であれば、それぞれの起こる確率は 1/4である。しかし、今回標本空間は無
限であるので、どの結果も起こる確率がゼロとなってしまう。従って無限確率空間では標
本空間の元ではなく部分集合に確率を定義する。以下にその一連の定義を示そう。

定義 B.1.1.1 Ωを空でない集合とし、F を Ωの部分集合の集まりとする。F が σ-加法族
であるとは、次を満たすことを指す。

1. 空集合 ∅は F に属する。
2. 集合 Aが F に属するならば、その補集合 Ac もまた F に属する。
3. 集合列 A1, A2, · · · が F に属するならば、それらの和集合 ∪∞n=1An もまた F に属
する。

この 3つのみで σ-加法族は集合に対するあらゆる操作で閉じていることが示せる。例
えば集合 Aと B がある σ-加法族に属しているならば、集合列 A,B, ∅, ∅, ∅, · · · を考える
ことで、1.と 3.から A ∪B もこの σ-加法族に属さなければならない。2個以上の和集合
に対しても同様である。また、A1, A2, · · · がある σ-加法族に属している時、

∞∩
n=1

An =

( ∞∪
n=1

Acn

)c
, (B.1.2)

であることから、2.と 3.より ∩∞n=1An もまたこの σ-加法族に属していることが言える。
空集合 ∅を使えば有限の積集合についても同様に σ-加法族が閉じていることが言えよう。
最後に Ω = ∅c より Ω自身常に F に属する。

定義 B.1.1.2 Ω を空でない集合とし、F を Ω の部分集合からなる σ-加法族であるとす
る。確率測度 P は、全ての集合 A ∈ F に対して、[0, 1] の中の値を対応させる関数であ
る。この値を Aの確率と呼び、P(A)と記す。Pは、次を満たさなければならない。

1. P(Ω) = 1.

2. (加算加法性)A1, A2, · · · が F に属する互いに素な集合列であるならば、

P

( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P(An), (B.1.3)

である。

3つの組 (Ω,F ,P)は確率空間と呼ばれる。

これらがはたして確率の直感と矛盾していないかは重要である。例えば、P(∅) はゼロ
であってほしい。これは集合列 ∅, ∅, · · · に 2. を適用すれば P(∅) =

∑∞
n=1 P(∅) となり、

従って P(∅) = 0 でなければならないことから確かめられる。また有限加法性も σ-加法
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族の時と同じ様な手法で導ける。つまり、A1, A2, · · · , AN が互いに素ならば、集合列
A1, A2, · · · , AN , ∅, ∅, · · · に対し 2.を用いて、

P

(
N∪
n=1

An

)
=

N∑
n=1

P(An), (B.1.4)

が言える。特に 2個の場合、

P(A ∪B) = P(A) + P(B), (B.1.5)

はおなじみであろう。さらにここで B = Ac とすれば、1.より、

P(Ac) = 1− P(A), (B.1.6)

を得る。こうして確率測度が直感的に満たすべき性質が、無限加算加法性 2.から導かれ
ることがわかった。
σ-加法族 F と確率測度 Pの定義から、F に属する集合すべてに確率を矛盾なく定義で
きることがわかる。つまり確率空間 (Ω,F ,P)は、標本空間 Ωと、確率が定義できる集合
族 F、そしてそれらに定義された確率測度 Pでなっていることになる。では実際に無限
回のコイン投げの例に対し、確率測度を構成してみよう。

例題 B.1.1.1 (無限回の独立なコイン投げの空間) コインを無限に多くの回数投げるとし
て、標本空間 Ω は起こり得るすべての結果の集合であるとする。各コイン投げにおける
表の確率は p > 0、裏の確率は q = 1− p > 0であるとし、各回のコイン投げはすべて互
いに独立であるとする。この確率的試行に対応する確率測度を構成したい。
まず、P(∅) = 0および P(Ω) = 1と定義する。この 2つの集合は σ-加法族を成すこと
は明らかであり、これを F0 と書くことにする。

F0 = {∅,Ω}. (B.1.7)

次に、以下の 2つの集合、

AH = H で始まるすべての列からなる集合 = {ω|ω1 = H},
AT = T で始まるすべての列からなる集合 = {ω|ω1 = T}, (B.1.8)

に対する確率を、P(AH) = p, P(AT ) = q と定義する。AcH = AT より、以上の 4つの集
合は σ-加法族を成す。これを F1 と書こう。

F1 = {∅,Ω, AH , AT }. (B.1.9)
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さらに、以下の 4つの集合、

AHH = HH で始まるすべての列からなる集合
= {ω|ω1 = H,ω2 = H},

AHT = HT で始まるすべての列からなる集合
= {ω|ω1 = H,ω2 = T},

ATH = TH で始まるすべての列からなる集合
= {ω|ω1 = T, ω2 = H},

ATT = TT で始まるすべての列からなる集合
= {ω|ω1 = T, ω2 = T}, (B.1.10)

に対する確率測度を、

P(AHH) = p2, P(AHT ) = pq, P(ATH) = qp, P(ATT ) = q2, (B.1.11)

で定義する。式 (B.1.6)より、各補集合 AcHH , A
c
HT , A

c
TH , A

c
TT の確率が決定される。ま

た式 (B.1.5)より、和集合 AHH ∪ ATH , AHH ∪ ATT , AHT ∪ ATH , AHT ∪ ATT の確率
もまた決定される。後残りの 2通りの、2つの集合による和集合 AHH ∪ AHT = AH と
ATH ∪ATT = AT の確率は既に定義されている。3つの和集合については、例えば、

AHH ∪AHT ∪ATH = AcTT , (B.1.12)

と既に確率が定義された集合の補集合で表されるので、これらの確率が決定されているこ
とは上で述べた。これで 16個の集合の確率を決めたことになり、これらの集合は σ-加法
族を成す。これを F2 と書こう。

F2 =
{
∅,Ω, AH , AT , AHH , AHT , ATH , ATT , AcHH , AcHT , AcTH , AcTT ,

AHH ∪ATH , AHH ∪ATT , AHT ∪ATH , AHT ∪ATT

}
.(B.1.13)

このような手順を続けることにより、有限回のコイン投げの結果を使って表すことので
きるすべての集合の確率を定義することができる。この集合族に、σ-加法族となるために
必要な他のすべての集合を加えることによって作られる σ-加法族を F と書こう。F の中
で、有限回のコイン投げで表されるすべての集合は、上記のように確率が定義されている
し、有限回のコイン投げでは表されない集合のうち、F に含まれるものは、有限回のコ
イン投げで表される集合の和集合で表される。σ-加法族になるために必要な集合というの
は、そういう意味だからである。従って新たに加えられた、有限回のコイン投げで表され
ない集合たちに対しても確率が定義される。例えば、すべてのコイン投げの結果が表とい
う列 HHHH · · · に対する確率を考えてみよう。これは、

HHHH · · · = AH ∩AHH ∩AHHH ∩ · · · , (B.1.14)
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と表される。一方、

P(AH) = p, P(AHH) = p2, P(AHHH) = p3, · · · (B.1.15)

であり、これらの確率はゼロに収束するので、

P(HHHH · · · ) = 0, (B.1.16)

でなければならない。あるいは列 HTHTHT · · · なども確率ゼロとなる。同様の議論に
より Ωに属する各元に対し、それだけを要素に持つ集合の確率はゼロである。
また確率が定まることがわかっていても、その値が容易に算出できない集合もある。例
えば、次を満たす列 ω = ω1ω2 · · · 全体からなる集合 Aを考えよう。

lim
n→∞

Hn(ω1 · · ·ωn)
n

=
1
2
. (B.1.17)

ここで、Hn(ω1 · · ·ωn)は最初の n回のコイン投げの中のH の回数を表す。つまり、Aは
表が出る比率の長期的平均が 1/2であるような、表と裏の列全体からなる集合である。A
が F に属することを見るために、正の整数mと nを固定して次の集合を定義する。

Sn,m =
{
ω

∣∣∣∣∣∣∣∣Hn(ω1 · · ·ωn)
n

− 1
2

∣∣∣∣ ≤ 1
m

}
. (B.1.18)

これは最初の n回のコイン投げで決定されるので Fn に属する。極限の定義より、コイン
投げの列 ω = ω1ω2 · · · が式 (B.1.17)を満たすための必要十分条件は、任意の正の整数m

に対して、ある正の整数 N が存在して、すべての n ≥ N について ω ∈ Sn,m が成り立つ
ことである。言い換えると、

A =
∞∩
m=1

∞∪
N=1

∞∩
n=N

Sn,m, (B.1.19)

である。集合 Aは F に属する集合列の和集合や積集合の形で表せることから、それ自身
F に属することがわかる。このことは、P(A)の値をどうやって計算すればよいのかを直
接的には教えてくれないが、ともかく P(A)の値が決定されていることは確かである。実
は結局、大数の強法則の帰結として、もし p = q = 1/2ならば P(A) = 1であり、p 6= 1/2

であれば P(A) = 0であることが言える。

この無限回のコイン投げの例における、個々の列はすべて確率ゼロであるという考察
は、無限確率空間における 1つのパラドックスをもたらす。例えば、p, q > 0のコインに
対し、表しか出ないということは起こり得ないだろう。少なくとも 1回は裏が出るのは確
実であると言いたい。しかし、表しか出ないという列は標本空間の中に存在し、そして他
のどんな列より起こりにくいということはないのである (すべての単一の列は確率ゼロで
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ある)。このことからあるあいまいな専門用語が作り出された。すなわち、ほとんど確実
に少なくとも 1 回は裏が出る、と表現するのである。ある事象がほとんど確実であると
は、標本空間のすべての元を含んでいなかったとしても確率が 1であることを意味する。
逆にその事象に属さない結果の集合は、確率ゼロである。

定義 B.1.1.3 (Ω,F ,P)を確率空間とする。集合 A ∈ F が P(A) = 1を満たすとき、ほと
んど確実に事象 Aが起こると言う。

もう 1つ重要な例題を見ておこう。

例題 B.1.1.2 ([0, 1]上の一様 (Lebesgue)測度) 単位区間 [0, 1]から無作為に実数を選ぶこ
とに対する数学モデルを、その確率が区間上に一様に分布するように組み立てよう。閉区
間 [a, b]の確率を次式で定義する。

P[a, b] = b− a, 0 ≤ a ≤ b ≤ 1, (B.1.20)

つまり実数を選ぶとき、選ばれた実数が aと bの間にある確率が b − aということだ*1。
b = aならば (すなわち選ばれた実数がぴったり aに一致するのは)、確率ゼロであるとい
うことである。1点は確率ゼロであるから、開区間 (a, b)の確率は閉区間 [a, b]の確率と
同じである。

P(a, b) = b− a, 0 ≤ a ≤ b ≤ 1. (B.1.21)

[0, 1]の部分集合で確率が定まるものは他にもある。例えば、集合 [0, 1/3] ∪ [2/3, 1]は区
間ではないが、式 (B.1.5)より確率 2/3であることがわかる。
例題 B.1.1.1と同様に閉区間の全体から始めて、σ-加法族にするために必要な他のすべ
ての集合を加えてできる σ-加法族を F と呼ぼう。開区間は例えば次のように、

(a, b) =
∞∪
n=1

[
a+

1
n
, b− 1

n

]
, (B.1.22)

と閉区間列の和集合として表せるので、F はすべての開区間を含む。また、前段落で出て
きた [0, 1/3] ∪ [2/3, 1] のような集合も含まれている。このような F を [0, 1] の Borel σ-

加法族と言い、B[0, 1]と記す。Borel σ-加法族に属する集合は Borel集合と呼ばれる。

B.1.2 確率変数と期待値

確率変数 X は Ωから Rへの写像である。その定義は以下で与えられる。

*1 [0, 1] 上のこの特別な確率測度は、Lebesgue 測度と呼ばれる。R の部分集合の Lebesgue 測度は、その
集合の “長さ”である。
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定義 B.1.2.1 (Ω,F ,P)を確率空間とする。確率変数とは、Ω上で定義された実数値関数
X で、Rのすべての Borel集合 B に対して、Ωの部分集合、

{X ∈ B} = {ω ∈ Ω|X(ω) ∈ B}, (B.1.23)

が σ-加法族 F に属するという性質を持つものを言う。

{X ∈ B}のイメージを簡単に説明するために、無限回のコイン投げを確率空間、X をコ
イン投げの結果に依存した何らかの数値としよう。Borel集合 B として区間 [0, 1]を選べ
ば、{X ∈ B}は X が区間 [0, 1]の中にくるようなコイン投げの結果たちの集合である。
{X ∈ B}が F に属すればすなわち、X が [0, 1]の中にある確率が定義されるということ
である。
次に X に対する “期待値”を定義しよう。Ωが有限集合の場合は簡単で、それは次式で
定義される*2。

EX =
∑
ω∈Ω

X(ω)P(ω). (B.1.24)

一方無限確率空間に対しては、これを積分で定義しなければならない。

定義 B.1.2.2 X を確率空間 (Ω,F ,P) 上の確率変数とする。X の期待値は次で定義さ
れる。

EX =
∫

Ω

X(ω)dP(ω). (B.1.25)

ただし、右辺は Lebesgue積分である。

Riemann 積分
∫ b
a
f(x)dx がいわゆる x 軸を細かく分割して定義されるのに対し、

Lebesgue積分は y 軸を分割して定義される (なぜなら確率空間において x軸に対応する
のは Ω であり、その自然な分割方法というものはないからである)。Lebesgue 積分は次
のような手順で定義される。
しばらくの間、すべての ω ∈ Ωに対し 0 ≤ X(ω) <∞と仮定し、0 = y0 < y1 < y2 <

· · · に対し Π = {y0, y1, y2, · · · }とおく。各小区間 [yk, yk+1]に対し、

Ak = {ω ∈ Ω|yk ≤ X(ω) < yk+1}, (B.1.26)

とおく。そして Lebesgue下積和を次で定義する。

LS−
Π(X) =

∞∑
k=1

ykP(Ak). (B.1.27)

*2 本論文の他の文脈では期待値はブラケット 〈X〉 を用いて表しているが、次節に出てくる条件付き期待値
E[X|G] をブラケット記法で表すと 〈X|G〉 と、内積のように見えてしまうため、この付録中では期待値
は Eを用いて表す。
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P(Ak)は言ってみれば、X の値がだいたい yk である確率である。分割点 yk 間の距離の
最大値 ||Π|| がゼロに近づくにつれて、この下積和は収束する (あるいは∞ になる)。こ
の極限値を Lebesgue積分

∫
Ω
X(ω)dP(ω)と定義する。

今、すべての ω ∈ Ω に対して 0 ≤ X(ω) < ∞ を仮定しているが、もしこの条件
を満たさない ω の集合が確率ゼロならば、上で定義した積分に何の影響もない。また
P{ω|X(ω) ≤ 0} = 1であるが、P{ω|X(ω) =∞} > 0である場合には、

∫
Ω
X(ω)dPω =∞

と定義する。
最後に、正の値も負の値も両方撮り得る確率変数 X について考える必要がある。その
ような確率変数に対し、X の正の部と負の部を次で定義する。

X+(ω) = max{X(ω), 0}, X−(ω) = max{−X(ω), 0}. (B.1.28)

これらに対し、
∫
Ω
X+(ω)dP(ω)と

∫
Ω
X−(ω)dP(ω)はどちらも上記の手順により定義さ

れており、すくなくとも一方が∞でない場合、次を定義できる。∫
Ω

X(ω)dP(ω) =
∫

Ω

X+(ω)dP(ω)−
∫

Ω

X−(ω)dP(ω). (B.1.29)

もし
∫
Ω
X+(ω)dP(ω) と

∫
Ω
X−(ω)dP(ω) が共に有限であれば、X は可積分であ

ると言い、このとき
∫
Ω
X(ω)dP(ω) も有限である。もし

∫
Ω
X+(ω)dP(ω) = ∞ で∫

Ω
X−(ω)dP(ω) が有限ならば、

∫
Ω
X(ω)dP(ω) = ∞ である。逆に

∫
Ω
X+(ω)dP(ω)

が有限で、
∫
Ω
X−(ω)dP(ω) = ∞ ならば

∫
Ω
X(ω)dP(ω) = −∞ である。もし、

infΩX+(ω)dP(ω) = ∞かつ
∫
Ω
X−(ω)dP(ω) = ∞ならば、式 (B.1.28)中で “∞−∞”

という状況が起こっていることになり、
∫
Ω
X(ω)dP(ω)は不定である。

B.2 情報と条件付け

B.2.1 情報と σ-加法族

前節では、無限回のコイン投げを例に、無限確率空間を構築した。この節ではさらに、
情報を数学的にモデル化する。再びコイン投げを例に取ろう。コイン投げに付随して、次
のようなランダムウォークMn を考える。

Xj =

{
1 ωj = H

−1 ωj = T
(B.2.1)

として、

Mn =
n∑
j=1

Xj . (B.2.2)
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このランダムウォークのMn の値を “予想”したいとする。もちろん全くコインを投げて
いない状態であれば、何も予言できないが、コインを投げるにつれてMn のおよその値は
わかってくる (例えばしばらく続けて H が出たならMn > 0である確率が高くなるだろ
う)。これはコイン投げの結果が時間とともにわかることによって、情報を得ていること
を意味する。そして、測度論的確率論において情報は、σ-加法族を用いてモデル化される。
やはりコイン投げを例に取れば、例えば最初のコイン投げで判明するのは、真の事象 ω

は AH と AT のどちらに属するか、である。ここで AH と AT は前節で定義したように、
それぞれ最初のコイン投げの結果が表であるすべての列の集合と、裏であるすべての列の
集合である。

AH = {ω|ω1 = H}, AT = {ω|ω1 = T}. (B.2.3)

また何も情報を得なくても、空集合 ∅と全体集合 Ωについてはすでに判明している。す
なわち ω は ∅には属さないし、Ωには属している。従って、コインを 1回投げた時点で、
真の ω が属しているか否かが判明している集合は以下の 4つである。

F1 = {∅,Ω, AH , AT }. (B.2.4)

そしてこれらは σ-加法族を成している。すなわち 1回のコイン投げが終了した時点で得
られている情報は、σ-加法族 F1 を用い、F1 に属するすべての集合はそれに真の ω が属
しているか否か判明している、という形で表現される。同様にコインを 2回投げれば、σ-

加法族、

F2 =
{
∅,Ω, AH , AT , AHH , AHT , ATH , ATT , AcHH , AcHT , AcTH , AcTT ,

AHH ∪ATH , AHH ∪ATT , AHT ∪ATH , AHT ∪ATT

}
,(B.2.5)

が判明することになる。言うまでもなく、F1 に属する集合はすべて F2 にも属しており、
この時点で真の ω が属するかどうか判明している。
またコイン投げについて何も知らされていなければ、判明する集合は ∅ と Ω だけで
ある。

F0 = {∅,Ω}. (B.2.6)

この F0 を自明な σ-加法族と呼ぶ。
時刻が進むにつれてコイン投げに関するより多くの情報を得ることになるが、それはこ
れら σ-加法族を用いて次のように表現できる。すなわち n < mならば、Fm は、Fn に
属する全ての集合とそれ以上のものを要素として含む。このような σ-加法族をフィルト
レーションと呼ぶ。

定義 B.2.1.1 Ωを空でない集合とする。T を正の定数とし、各 t ∈ [0, T ]に対して σ-加法
族 F(t)があると仮定する。さらに、もし s ≤ tならば F(s)に属する全ての集合は F(t)
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にも属すると仮定する。このとき、σ-加法族の集まり F(t), 0 ≤ t ≤ T をフィルトレー
ションと呼ぶ。

さて、コイン投げの例に戻れば、予言したいのはコイン投げの結果そのものではなく、
ランダムウォークの位置Mn であった。事実、無限回のコイン投げの結果は有限回のコイ
ン投げの結果から予想することはできないのに対し、ある時刻でのランダムウォークの位
置は、その時刻までのコイン投げの結果がすべて判明していれば、一意に決定できる。こ
のように、ある程度情報を得れば、真の ω がわからなくても確率変数 X の値はわかると
いうことは往々にしてあるし、そのような場合であれば現実的に扱うことができそうであ
る。この時、情報 G によって確率変数X の値が決定できることを、X は G-可測であると
いう。

定義 B.2.1.2 X を、空でない標本空間 Ω 上で定義された確率変数とする。G を、Ω

の部分集合からなる σ-加法族とする。R のすべての Borel 集合 B に対して、集合
{X ∈ B} = {ω ∈ Ω|X(ω) ∈ B}が G にも属するとき、X は G-可測であると言う。また、
すべての B に対する {X ∈ B}の集まりは σ-加法族をなすが、これを X によって生成さ
れる σ-加法族と言い、σ(X)と記す。

特に時刻に依る確率変数 X(t)がその時刻 tまでに得られる情報 F(t)で可測であるな
らば、確率変数 X(t)は常に決定し続けられることになる。

定義 B.2.1.3 Ωを空でない標本空間とし、フィルトレーション F(t), 0 ≤ t ≤ T を備えて
いるとする。X(t)を、t ∈ [0, T ]で添字付けられた確率変数の集まりとする。各 tに対し
て確率変数 X(t)が F(t)-可測であるとき、この確率変数の集まりを適合確率過程と言う。

ランダムウォークMn は (離散時間模型ではあるが)適合確率過程である。

B.2.2 一般の条件付き期待値

前項で G-可測の概念を与えたが、全く逆の概念として、情報 G と確率変数X が何の関
係を持たないという状況も考えられる。この場合 G と X は独立であると言う。独立の正
確な定義は以下で与えられる。

定義 B.2.2.1 (Ω,F ,P)を確率空間とし、G1,G2,G3, · · · を F の部分 σ-加法族の列とする。
任意に固定された正の整数 nに対し、n個の σ-加法族 G1,G2, · · · ,Gn が独立であるとは、
次が成り立つことを言う。

任意の A1 ∈ G1, A2 ∈ G2, · · · , An ∈ Gnに対し、
P(A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) = P(A1) · P(A2) · · ·P(An). (B.2.7)
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X1, X2, X3, · · · を (Ω,F ,P)上の確率変数列とする。n個の確率変数 X1, X2, · · · , Xn が
独立であるとは、σ-加法族 σ(X1), σ(X2), · · · , σ(Xn)が独立である場合を言う。

確率変数 X が、G-可測ではないが G と独立でもない、という場合もよくあるだろう。
つまり、情報 G によって X の評価がある程度よくなるという場合である。このような、
G という情報を得ているときのX の推定を E[X|G]と記し、これを G を所与とするX の
条件付き期待値と呼ぶ。

定義 B.2.2.2 (Ω,F ,P) を確率空間、G を F の部分 σ-加法族とし、X を非負または可積
分な確率変数とする。G を所与とする X の条件付き期待値を E[X|G]と記し、次の 2つ
を満たす確率変数として定義する。

1. 可測性 E[X|G]は G-可測。
2. 部分平均

すべての A ∈ G に対し、
∫
A

E[X|G](ω)dP(ω) =
∫
A

X(ω)dP(ω). (B.2.8)

G が他のある確率変数W から生成される σ-加法族の場合、一般的に E[X|σ(W )]の代わ
りに E[X|W ]とも書く。

条件付き期待値 E[X|G]は G という情報を得るまで確定しないので、それ自体確率変数
である。しかし情報 G を得られれば確定するので、すなわち G-可測である。これが定義
B.2.2.2の 1.である。2.はそれが本当に期待値であることを保証している。
証明は与えないが、条件付き期待値は以下の 5つの基本的な性質を満たす。

定理 B.2.2.1 (Ω,F ,P)を確率空間とし、G を F の部分 σ-加法族であるとする。

1. 線形性 X と Y が可積分な確率変数で、c1 と c2 が定数であるとすると、次が成り
立つ。

E[c1X + c2Y |G] = c1E[X|G] + c2E[X|G]. (B.2.9)

2. 既知量のくくり出しX と Y が可積分な確率変数で、Y とXY が共に可積分で、X
が G-可測ならば、次が成り立つ。

E[XY |G] = XE[Y |G]. (B.2.10)

3. 反復条件付け Hは G の部分 σ-加法族 (Hは G より少ない情報しか持たない)であ
り、X は可積分な確率変数であるとすると、次が成り立つ。

E[E[X|G]|H] = E[X|H]. (B.2.11)
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4. 独立性もし X が可積分で G と独立ならば、次が成り立つ。

E[X|G] = EX. (B.2.12)

5. 条件付き Jensenの不等式 φ(x)が仮の変数 xに関する凸な関数で、X が可積分な
らば、次の不等式が成り立つ。

E[φ(X)|G] ≥ φ(E[X|G]). (B.2.13)

最後に適合確率過程のある重要なクラスを定義してこの節を終わりにしよう。具体例に
ついては次節以降で与える。

定義 B.2.2.3 (Ω,F ,P)を確率空間とし、T を正の定数とする。また F(t), 0 ≤ t ≤ T を F
の部分 σ-加法族からなるフィルトレーションとする。ある適合確率過程M(t), 0 ≤ t ≤ T
を考える。

1. この確率過程が、

すべての 0 ≤ s ≤ t ≤ T に対し、E[M(t)|F(s)] = M(s), (B.2.14)

を満たすとき、この確率過程はマルチンゲールであると言う。これは、上昇したり
下降したりする傾向を持たない。

2. この確率過程が、

すべての 0 ≤ s ≤ t ≤ T に対し、E[M(t)|F(s)] ≥M(s), (B.2.15)

を満たすとき、この確率過程は劣マルチンゲールであると言う。これは、下降する
傾向は持たず、上昇する傾向を持つ。

3. この確率過程が、

すべての 0 ≤ s ≤ t ≤ T に対し、E[M(t)|F(s)] ≤M(s), (B.2.16)

を満たすとき、この確率過程は優マルチンゲールであると言う。これは、上昇する
傾向は持たず、下降する傾向を持つ。

B.3 ブラウン運動

この節ではブラウン運動を定義し、その性質を議論していき、最終的に第 4 章で使う、
到達時刻の分布について述べる。ブラウン運動の定義は B.3.2項で与えるが、その前にま
ずは直感的理解を深める。
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B.3.1 大きさ調整されたランダムウォーク

B.3.1.1 対称ランダムウォーク

ブラウン運動を構築するために、対称ランダムウォークから説明する。対称ランダム
ウォークを構築するためには、公正なコイン (表 H が出る確率も裏 T が出る確率も 1/2)

を無限回投げる。一連のコイン投げの結果は ω = ω1ω2ω3 · · · と記され、ωn は n回目の
コイン投げの結果である。ここで、

Xj =

{
1 ωj = H の場合
−1 ωj = T の場合

(B.3.1)

と定義し、さらにM0 = 0として、確率過程Mk を以下で定義する。

Mk =
k∑
j=1

Xj , k = 1, 2, · · · . (B.3.2)

この確率過程Mk, k = 0, 1, 2, · · · が対称ランダムウォークである。各コイン投げにおい
て起こることは、1増加するかまたは 1減少するかのどちらかであり、これら 2つの可能
性はどちらも同じ確率である。

B.3.1.2 対称ランダムウォークの増分

ランダムウォークは独立増分を持つ。この意味は、任意の非負の整数 0 = k0 < k1 <

· · · < km に対して、以下に示す確率変数が独立になることである。

Mk1 = (Mk1 −Mk0), (Mk2 −Mk1), · · · , (Mkm −Mkm−1). (B.3.3)

これらの各確率変数

Mki+1 −Mki =
ki+1∑

j=ki+1

Xj , (B.3.4)

を、ランダムウォークの増分と呼ぶ。これは時刻 ki と ki+1 の間のランダムウォークの位
置の変化である。重複しない時間間隔上での増分は、異なるコイン投げに従うことから、
独立である。
さらに、それぞれの増分Mki+1 −Mki は、期待値ゼロで、ki+1 − ki の分散を持つ。期
待値がゼロであることを確認するのは簡単で、式 (B.3.4)の右辺に出てくる各 Xj の期待
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値がすべてゼロだからである。また Var(Xj) = EX2
j = 1で、異なる Xj は独立であるこ

とから、式 (B.3.4)より以下を導くことができる。

Var(Mki+1 −Mki) =
ki+1∑

j=ki+1

Var(Xj) =
ki+1∑

j=ki+1

1 = ki+1 − ki. (B.3.5)

対称ランダムウォークの分散は、単位時間あたり 1の割合で蓄積していくので、任意の負
でない整数 k < lに対し、k から lの時間間隔上の増分の分散は l − k である。

B.3.1.3 対称ランダムウォークのマルチンゲール性

対称ランダムウォークがマルチンゲールであることを確認するために、非負の整数
k < lを選んで、以下の計算をしよう。

E[Ml|Fk] = E[(Ml −Mk) +Mk|Fk]
= E[Ml −Mk|Fk] + E[Mk|Fk]
= E[Ml −Mk|Fk] +Mk

= E[Ml −Mk] +Mk = Mk. (B.3.6)

ここで、E[· · · |Fk]は前節で導入した表記で、時刻 k での情報に基づく条件付き期待値を
意味する。この場合の情報とは、最初の k 回のコイン投げの結果である。2 番目の等号
は、条件付き期待値の線形性の結果を使っている (定理 B.2.2.1 の 1.)。3番目の等号は、
Mk は最初の k回のコイン投げの結果のみに依存しており、Fk-可測であるからである。4

番目の等号は、独立性 (定理 B.2.2.1の 4.)によるものである。

B.3.1.4 対称ランダムウォークの 2次変分

対称ランダムウォークに関する話題の最後として、対称ランダムウォークの 2次変分に
ついて考える。時刻 k に至るまでの 2次変分は以下のように定義される。

[M,M ]k =
k∑
j=1

(Mj −Mj−1)2 = k. (B.3.7)

ここで注意したいのは、上式は経路毎に計算されているということである。ある経路
に沿った、時刻 k に至るまでの 2 次変分は、その経路に沿って、各ステップごとの増
分 Mj − Mj−1 を取り (これらは Xj に等しいが、これは経路に依存して 1 もしくは
−1 となる)、それぞれの増分を 2 乗し、それらを合計することによって計算される。
(Mj −Mj−1)2 = 1なので、Mj −Mj−1 が 1か −1かにかかわらず、式 (B.3.7)の合計
は、上記に示してあるように、

∑k
j=1 1 = k に等しいのである。
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ここで [M,M ]k は Var(Mk)と同じであるが、この 2つの数量の計算はかなり異なるこ
とに注意しよう。Var(Mk) は、すべての経路にわたって、それぞれの確率を考慮し、平
均を取ることにより計算される。ランダムウォークの分散は理論上のみ、計算できる。な
ぜなら、実現されている経路もされていない経路も含めすべての経路にわたっての平均が
必要となるからである。一方、実現した経路に沿った 2次変分は、かなり明確に計算でき
る。ランダムウォークには、[M,M ]k は選ばれた特別な経路に依存しなという、やや例外
的な性質があるが、一般には、確率過程の 2次変分は計算された経路に依存する。

B.3.1.5 大きさ調整された対称ランダムウォーク

ブラウン運動を近似するために、対称ランダムウォークの時間の流れを加速し、ステッ
プ幅を縮小する。より正確に言えば、正の整数 nを決めて、大きさ調整された対称ランダ
ムウォークを次のように定義する。ntそれ自身が整数であるときには、

W (n)(t) =
1√
n
Mnt, (B.3.8)

とする。もし ntが整数でなければ、時刻 tの左右に位置する点 sと uを、nsと nuが整
数となるようなものの内 tに最も近い点としてそれぞれ選び、sと uでの値を線形補間す
ることによりW (n)(t)を定義する。n→∞として極限を取ることで、ブラウン運動を得
ることとする。図 B.1に時刻 4までシミュレーションとした経路を示す。これは、それぞ
れのコイン投げにおける 1回の上昇、下降の大きさを 1/10とし、400回のコイン投げに
よって作成されている。
ランダムウォークと同様、大きさ調整されたランダムウォークも独立した増分を持つ、
それぞれの ntj が整数であるような 0 = t0 < t1 < · · · < tm を選ぶと、

(W (n)(t1)−W (n)(t0)), (W (n)(t2)−W (n)(t1)),

· · · , (W (n)(tm)−W (n)(tm−1)), (B.3.9)

は独立である。さらに、ns と mt が整数となるように 0 ≤ s ≤ tを選ぶと、以下が成り
立つ。

E(W (n)(t)−W (n)(s)) = 0, Var(W (n)(t)−W (n)(s)) = t− s. (B.3.10)

これは W (n)(t) −W (n)(s) が、それぞれの期待値がゼロで分散が 1/n である、独立な
n(t− s)の確率変数の合計だからである。

B.3.1.3 項においてランダムウォークのマルチンゲール性を示したのと同様にすれば、
大きさ調整されたランダムウォークに対するマルチンゲール性も証明することができる。
すなわち、nsと ntが整数となるような 0 ≤ s ≤ tに対し、

E[W (n)(t)|F(s)] = W (n)(s), (B.3.11)
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図 B.1. W (100) の標本経路。

が成り立つ。
最後に、大きさ調整されたランダムウォークの 2次変分を考える。ntが整数であるよ
うな t ≤ 0に対し、2次変分は、

[W (n),W (n)](t) =
nt∑
j−1

[
W (n)

(
j

n

)
−W (n)

(
j − 1
n

)]2

=
nt∑
j=1

[
1√
n
Xj

]2
=

nt∑
j=1

1
n

= t, (B.3.12)

と定義される。これは経路毎の計算であり、原理的には特定の経路に依存するが、やはり大
きさ調整されたランダムウォークの場合も経路に依存せず tとなる。ここで VarW (n)(t)

も tであるが、こちらはすべての起こり得る経路上の平均値であることに注意しよう。

B.3.2 ブラウン運動

式 (B.3.8)の大きさ調整されたランダムウォークW (n)(t)の n→∞による極限として
ブラウン運動を得る。ブラウン運動はこれらのランダムウォークの特徴を引き継いでお
り、このことが次の定義へとつながる。

定義 B.3.2.1 (Ω,F ,P)を確率空間とする。各 ω ∈ Ωに対して、W (0) = 0を満たし、ω
に依存する連続関数W (t), t ≤ 0が存在すると仮定する。このとき、W (t), t ≤ 0がブラ
ウン運動であるとは、すべての 0 = t0 < t1 < · · · < tm に対し、増分、

W (t1) = W (t1)−W (t0), W (t2)−W (t1), · · · W (tm)−W (tm−1), (B.3.13)
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が独立で、これらの増分それぞれがガウス分布で、以下の条件を満たす場合を言う。

E[W (ti+1)−W (ti)] = 0, Var[W (ti+1)−W (ti)] = ti+1 − ti. (B.3.14)

定義 B.3.2.1の ω に対する考え方には 2通りある。1つはブラウン運動の経路そのもの
を ωととらえる方法である。もう 1つの方法としては、ωを、より根源的な、一連のコイ
ン投げの結果に類するものとして考えることができる。ここで、n→∞の極限を取って
いることから、仮に有限の時刻 tに対するW (t)を考えようと思っても、それには無限回
のコイン投げの結果が必要となる。これが無限確率空間を導入してきた理由である。
中心極限定理を考慮してブラウン運動にはガウス分布を要請している。従って、例えば

0 ≤W (t) ≤ mを満たす確率は、

P{0 ≤W (t) ≤ m} =
1√
2πt

∫ m

0

e−x
2/2tdx, (B.3.15)

のように計算される。

B.3.3 2次変分

これまで何度か 2次変分という量を計算してきた。実は後述するように、普通の関数に
関してこれはゼロとなり、ブラウン運動の経路に関してはゼロとならない。この点で、確
率解析と通常の解析学とは一線を画しており、後に伊藤積分を定義する時に重要になって
くる。
式 (B.3.12)で、時刻 T までの大きさ調整されたランダムウォークW (n) の 2次変分を
計算し、これが T となることを確認した。これは、時刻 0と T の間の大きさ調整された
ランダムウォークの各ステップごとに増分を取り打し、2乗して、加算することにより計
算された。
ブラウン運動に対しては、自然な時間間隔は存在しない。T > 0が与えられると、例え
ばある大きな nに対し T/n等の単純な時間間隔を選び、この時間間隔を用いて時刻 T ま
での 2次変分を計算することができる。すなわち、次のように計算できる。

n−1∑
j=0

[
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

)]2
. (B.3.16)

ここでは、小さな時間間隔に対するこの量に関心があり、従って特に最終段階として、
n→∞としたときの極限を評価したい。これを行うと T を得るが、これは大きさ調整さ
れたランダムウォークに対する結果と同じである。これは後述する定理 B.3.3.1で証明さ
れる。
まずは連続関数に対して 2次変分を定義しよう。
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定義 B.3.3.1 f(t)を 0 ≤ t ≤ T で定義された関数とする。時刻 T までの f の 2次変分は
次で定義される。

[f, f ](T ) = lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

[f(tj+1)− f(tj)]2. (B.3.17)

ただし、Π = {t0, t1, · · · , tn}であり、0 = t0 < t1 < · · · < tn = T である。

注意 B.3.3.1 関数 f が連続微分可能とする。このとき、

n−1∑
j=0

[f(tj+1)− f(tj)]2 =
n−1∑
j=0

|f ′(t∗j )|2(tj+1 − tj)2

≤ ||Π||
n−1∑
j=0

|f ′(t∗j )|2(tj+1 − tj), (B.3.18)

である。ただし、t∗j は、

f(tj+1)− f(tj)
tj+1 − tj

= f ′(t∗j ), (B.3.19)

を満たすような点であり、これが各部分期間 [tj , tj+1]に存在することは平均値の定理か
ら示される。これから次が成り立つ。

[f, f ](T ) ≤ lim
||Π||→0

||Π|| n−1∑
j=0

|f ′(t∗j )|2(tj+1 − tj)


= lim

||Π||→0
||Π|| · lim

||Π||→0

n−1∑
j=0

|f ′(t∗j )|2(tj+1 − tj)

= lim
||Π||→0

||Π|| ·
∫ T

0

|f ′(t)|2dt = 0. (B.3.20)

この議論の最後で、
∫ T
0
|f ′(t)|2dtが有限であると保証するために、f ′(t)が連続であるこ

とを用いた。もし
∫ T
0
|f ′(t)|2dtが無限であるならば、

lim
||Π||→0

||Π|| n−1∑
j=0

|f ′(t∗j )|2(tj+1 − tj)

 , (B.3.21)

は 0 · ∞の状態となり、0と∞の間のどんな値をも取り得る。

通常扱う関数は連続微分可能であることがほとんどで、よってそれらの 2 次変分はゼ
ロとなる。この理由から、通常の解析学では、2次変分を考えることはない。一方、ブラ
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ウン運動の経路は、時刻変数について微分可能ではない。図 B.1 は、ブラウン運動の経
路が、“尖った点”を非常に多く持つことをまさに示しており、実際、ブラウン運動の経路
W (t) に対し、dW (t)/dt が定義される t の値は存在しない。微分可能ではない関数に対
しては、平均値の定理は役に立たず、注意 B.3.3.1はもはや適用できない。

定理 B.3.3.1 W をブラウン運動とする。このとき、すべての T ≤ 0に対し、ほとんど確
実に [W,W ](T ) = T である。

証明 Π = {t0, t1, · · · , tn} を [0, T ] の分割とする。この区分と一致する、抽出 2 次変分
(sampled quadratic variation)を次で定義する。

QΠ =
n−1∑
j=0

(W (tj+1)−W (tj))2. (B.3.22)

抽出 2次変分は確率変数である。すなわち、計算するブラウン運動の経路に依存する。し
かし、||Π|| → 0とするときこの抽出 2次変分が T に収束することを示さなければならな
い。抽出 2次変分は、期待値が T で、その分散がゼロに収束することを示そう。これに
よって、これは、計算する経路に関係なく、期待値 T に収束する*3。
抽出 2次変分は、独立した確率変数の合計である。従って、その平均と分散はこれらの
確率変数の平均と分散の合計となる。ここで、

E[W (tj+1)−W (tj)2] = Var[W (tj+1)−W (tj)] = tj+1 − tj , (B.3.23)

であるので、ねらい通り次式を得る。

EQΠ =
n−1∑
j=0

E[W (tj+1)−W (tj)]2 =
n−1∑
j=0

(tj+1 − tj) = T. (B.3.24)

さらに、次式が示される。

Var[W (tj+1)−W (tj)2]

= E[((W (tj+1)−W (tj))2 − (tj+1 − tj))2]
= E[(W (tj+1)−W (tj))4]− 2(tj+1 − tj)E[(W (tj+1)−W (tj))2]

+(tj+1 − tj)2. (B.3.25)

Wickの定理より、平均ゼロのガウス分布確率変数の 4次のモーメントは、分散の 2乗の
3倍となる。よって、

E[(W (tj+1)−W (tj))4] = 3(tj+1 − tj)2. (B.3.26)

*3 証明する収束は、実際は 2乗平均の意味の収束で、これは L2−収束とも呼ばれる。この収束が起こると
ほとんど確実に収束する部分列が存在する。ここでは、確率変数の収束の種類の細かな違いについては、
議論しないこととする。
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従って、

Var[(W (tj+1)−W (tj))2] = 3(tj+1 − tj)2 − 2(tj+1 − tj)2 + (tj+1 − tj)2

= 2(tj+1 − tj)2, (B.3.27)

となる。以上より、次を得る。

Var(QΠ) =
n−1∑
j=0

Var[W (tj+1)−W (tj)2]

=
n−1∑
j=0

2(tj+1 − tj)2

≤
n−1∑
j=0

2||Π||(tj+1 − tj) = 2||Π||T. (B.3.28)

特に、lim||Π||→0 Var(QΠ) = 0となり、lim||Π||→0QΠ = EQΠ = T であることが結論付
けられる。

期間 [0, T1] 上で、ブラウン運動の 2 次変分を計算すると、[W,W ](T1) = T1 を得る。
0 < T1 < T2 として、期間 [0, T2] 上で、2 次変分を計算すると、[W,W ](T2) = T2 を得
る。従って、期間 [T1, T2]を分割し、期間の中の各部分期間に対するブラウン運動の増分
を 2乗し、それらの和を取ったものについて、最大の時間間隔をゼロに近づけたときの極
限を取ると、極限 [W,W ](t2)− [W,W ](t1) = T2 − T1 を得る。すべての期間でこれは正
しいので、このことから結論付けられるのは、

ブラウン運動は単位時間あたり 1の割合で 2次変分を蓄積する (B.3.29)

ということである。正式な記法ではないがこのことを、

dW (t)dW (t) = dt, (B.3.30)

のように書くことにする。
ブラウン運動の 2次変分に加えて、W (t)と tの共変分 (cross variation)と、t同士の

2次変分も計算することができ、次のようになる。

lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

(W (tj+1)−W (tj))(tj+1 − tj) = 0,

lim
||Π||→0

n−1∑
j=0

(tj+1 − tj)2 = 0. (B.3.31)

これらも次のように記述しておこう。

dW (t)dt = 0, dtdt = 0. (B.3.32)
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B.3.4 到達時刻の分布

本項ではいよいよ実際にインフレーション理論の δN 形式に応用される到達時刻につい
て述べる。まずはブラウン運動の場合について考え、その後ドリフトを持つブラウン運動
の場合について取り扱う。
ここでは、指数関数の中にブラウン運動の項を含む形のマルチンゲールの説明から始め
る。定数 σ に対応するいわゆる指数マルチンゲール (exponential martingale)は以下で定
義される。

Z(t) = exp
{
σW (t)− 1

2
σ2t

}
. (B.3.33)

定理 B.3.4.1 (指数マルチンゲール) W (t), t ≤ 0をブラウン運動、それに対するフィルト
レーションを F(t), t ≤ 0とし、σ を定数とする。式 (B.3.33)の過程 Z(t), t ≤ 0はマル
チンゲールである。

証明 0 ≤ s ≤ tに対して、次の計算が成り立つ。

E[Z(t)|F(s)]

= E
[
exp

{
σW (t)− 1

2
σ2t

}∣∣∣∣F(s)
]

= E
[
exp{σ(W (t)−W (s))} · exp

{
σW (s)− 1

2
σ2t

}∣∣∣∣F(s)
]

= exp
{
σW (s)− 1

2
σ2t

}
· E[exp{σ(W (t)−W (s))}|F(s)]. (B.3.34)

ただし、既知量のくくり出し (定理 B.2.2.1の 2.)を最後の等号のところで用いた。次に、
独立性 (定理 B.2.2.1の 4.)を用いると、次のように書ける。

E[exp{σ(W (t)−W (s))}|F(s)] = E[exp{σ(W (t)−W (s))}]. (B.3.35)

W (t)−W (s)は平均ゼロで分散 t− sのガウス分布であるので、この期待値は、

E[exp{σ(W (t)−W (s))}] =
1√
2πt

∫ ∞

−∞
ex · e x2

2t dx

= exp
{

1
2
σ2(t− s)

}
, (B.3.36)

となる。式 (B.3.34)にこれを代入して、次のマルチンゲール性を得る。

E[Z(t)|F(s)] = exp
{
σW (s)− 1

2
σ2s

}
= Z(s). (B.3.37)
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さて、mを実数として、レベルmへの到達時刻を次のように定義する。

τm = min{t ≥ 0|W (t) = m}. (B.3.38)

これは、ブラウン運動W がレベルmに到達する最初の時刻である。ブラウン運動が決し
てレベルmに到達しない場合は、τm = ∞ と定める。注意すべきは到達時刻は経路によ
る、確率変数であることである。そしてこれは同時に、停止時刻でもある。

定義 B.3.4.1 停止時刻 τ は、[0,∞]に値を取る確率変数で、次を満たす。

すべての t ≥ 0に対し、{τ ≤ t} ∈ F(t). (B.3.39)

つまり停止時刻 τ は、時刻 tにおける停止の決定が時刻 tにおいて利用可能な情報 F(t)

に基づかなければならない。到達時刻は、時刻 t でレベル m に到達しているか否かは
F(t)-可測なので、停止時刻である。また停止時刻 τ で停止させた過程、例えばW (t ∧ τ)
は停止過程と呼ばれる。ただし t ∧ τ = min{t, τ}である。証明はしないが、停止過程に
対しては次の重要な定理が成り立つ。

定理 B.3.4.2 (任意抽出定理) マルチンゲールを停止時刻で停止した過程はまた、マルチ
ンゲールである。優マルチンゲール (または劣マルチンゲール)を停止時刻で停止した過
程はまた、優マルチンゲール (または劣マルチンゲール)である。

これは例えばギャンブルなどにも重要な定理である。時刻 tでの自分の資産をM(t)と
すれば、ギャンブルが公正ならばM(t)はマルチンゲールとなるだろう。すなわち現在時
刻 sに対し未来の時刻 tでの資産の期待値 E[M(t)|F(s)]は、現在の資産M(s)に対して
増えも減りもしない。そしてギャンブルを止める条件をあらかじめ決めておいたとする
(資産が初めの半分になったときでも、スリーセブンが出たときでも、隣の人が席を立っ
たときでも、何でもとにかく停止時刻としての定義を満たせばよい)。このときどのよう
な停止条件をとってきたとしても、資産の期待値が上昇するような停止条件は存在しな
い、というのが任意抽出定理の述べるところである。
さて、到達時刻が停止時刻であるということと、任意抽出定理から、以下の興味深い事
実が得られる。

E
[
exp

{
σW (t ∧ τm)− 1

2
σ2(t ∧ τm)

}]
= EZ(t ∧ τm) = E[Z(t ∧ τm)|F(0)] = Z(0) = 1. (B.3.40)

次に、σ > 0とm > 0を仮定する。この場合、ブラウン運動は t ≤ τm において常にレベ
ルm以下であり、よって以下を得る。

0 ≤ exp{σW (t ∧ τm)} ≤ eσm. (B.3.41)
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τm < ∞ ならば、exp{−1
2σ

2(t ∧ τm)} の項は、十分大きな t に対しては exp{−1
2σ

2τm}
と等しい。一方、τm =∞ならば、exp{−1

2σ
2(t ∧ τm)}の項は、exp{− 1

2σ
2t}と等しく、

t → ∞とすると、これはゼロに収束する。次のように記述することにより、この両方の
場合をとらえることができる。

lim
t→∞

exp
{
−1

2
σ2(t ∧ τm)

}
= I{τm<∞} exp

{
−1

2
σ2τm

}
. (B.3.42)

ここで、表記 I{τm<∞}は、τm <∞のとき値 1を取り、それ以外は値ゼロを取る確率変数を
示す。τm <∞の場合、tが十分大きくなると、exp{σW (t∧τm)} = exp{σW (τm)} = eσm

となる。τm =∞の場合、t→∞で exp{σW (t∧ τm)}がどうなるかはわからないが、少
なくとも式 (B.3.41)から、この項が有界であることはわかる。従って、τm =∞の場合、
exp{σW (t ∧ τm)} と exp{−1

2σ
2(t ∧ τm)}の積の t→∞としたときの極限値がゼロとな

ることがわかる。これがわかれば、結論として次を得るのに十分である。

lim
t→∞

exp
{
σW (t ∧ τm)− 1

2
σ2(t ∧ τm)

}
= I{τm<∞} exp

{
σm− 1

2
σ2τm

}
. (B.3.43)

ここで、式 (B.3.40)の両辺の極限をとることにより、次式を得る。

E
[
I{τm<∞} exp

{
σm− 1

2
σ2τm

}]
= 1. (B.3.44)

もしくは同値なこととして、次式を得る。

E
[
I{τm<∞} exp

{
−1

2
σ2τm

}]
= e−σm. (B.3.45)

さらに、両辺 σ → 0の極限を取って、E[I{τm<∞}] = 1を得る。もしくは同値なこことし
て、次式を得る。

P{τm <∞} = 1. (B.3.46)

すなわちほとんど確実に τm が有限なので、式 (B.3.45)からこの事象の定義関数を外すこ
とにより、次式が得られる。

E
[
exp

{
−1

2
σ2τm

}]
= e−σm. (B.3.47)

これで、次の定理の証明における大きな作業を既に行ったことになる。

定理 B.3.4.3 m ∈ Rに対して、レベルmへのブラウン運動の到達時刻はほとんど確実に
有限であり、その分布の母関数は次式により与えられる。

Ee−Jτm = e−|m|
√

2J , J > 0. (B.3.48)
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証明 まず、mが正の場合を考える。J を正の定数とし、1
2σ

2 = J となるように σ =
√

2J

を定める。このとき、式 (B.3.48)は式 (B.3.47)となる。mが負であれば、ブラウン運動
は対称であるので、到達時刻 τm と τ|m| は、同じ分布を持つ。従って、負の mに対する
式 (B.3.48)も成り立つ。

式 (B.3.48)を母関数と表現したのは、両辺を任意回数 J で微分すれば到達時刻 τm の
任意次数モーメントを求めることができるからである。例えば J で 1回微分すると、

E[τme−Jτm ] =
|m|√
2J
e−|m|

√
2J , J > 0. (B.3.49)

J → 0とすることにより、m 6= 0であるかぎり Eτm =∞であることを得る。
ドリフトを持つブラウン運動においても同様のことができる。ドリフトを持つブラウン
運動は次のような確率過程である。

X(t) = µt+W (t). (B.3.50)

これに対しレベルmへの到達時刻、

τm = min{t ≥ 0|X(t) = m}. (B.3.51)

を考える。ここでは m,µ > 0としよう。ドリフトが付いた分、それを差し引いた次の確
率過程が指数マルチンゲールとなる。

Z(t) = exp
{
σX(t)−

(
σµ+

1
2
σ2

)
t

}
. (B.3.52)

ブラウン運動の時と同様にして、

E
[
exp

{
σm−

(
σµ+

1
2
σ2

)
τm

}]
= 1, (B.3.53)

を得、J = σµ+ 1
2σ

2 とすれば、

Ee−Jτm = emµ−m
√

2J+µ2
, J > 0, (B.3.54)

となる。これがドリフトを持つブラウン運動に対する到達時刻の母関数である。例えば
τm の期待値は、

Eτm = − lim
J→0

d

dJ
emµ−m

√
2J+µ2

=
m

µ
, (B.3.55)

となる。これはブラウン運動がないときの過程、X(t) = µtに対する到達時刻と一致して
おり、ブラウン運動が対称であることの直感にあう。
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B.4 伊藤積分

この節では伊藤積分を定義し、Langevin方程式を数学的にどう扱うかについて述べる。

B.4.1 被積分過程が単過程の場合の伊藤積分

まず正の定数 T に対し、 ∫ T

0

∆(t)dW (t), (B.4.1)

を構築したい。ここでの基本的な要素は、ブラウン運動W (t), t ≥ 0および、このブラウ
ン運動に対するフィルトレーション F(t), t ≥ 0である。ここでは ∆(t)を適合確率過程
とする。
ブラウン運動は微分不可能であるため、この積分は単純に理解できない。すなわち、

g(t)が微分可能な関数であれば、∫ T

0

∆(t)dg(t) =
∫ T

0

∆(t)g′(t)dt, (B.4.2)

とできるが、これはブラウン運動には適用できない。そこでまずは、単純な被積分過程
∆(t)に対して伊藤積分を定義し、その極限として一般の被積分過程の積分に拡張しよう。

Π = {t0, t1, · · · , tn}を [0, T ]の分割とする。すなわち、

0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn = T, (B.4.3)

とする。各部分期間 [tj , tj+1)上では、∆(t)は tについて一定であると仮定する。このよ
うな過程 ∆(t)を単過程という (図 B.2参照)。tk ≤ t ≤ tk+1 である tに対し、この単過
程∆(t)の伊藤積分 I(t)を以下で定義しよう。

I(t) =
k−1∑
j=0

∆(tj)[W (tj+1)−W (tj)] + ∆(tk)[W (t)−W (tk)]. (B.4.4)

これを積分の形で次のように書くとする。

I(t) =
∫ t

0

∆(u)dW (u). (B.4.5)

特に、t = tn = T と取ることができて、式 (B.4.4)が伊藤積分 (B.4.1)に対する定義を与
える。
この積分のいくつかの性質について述べていこう。
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図 B.2. 単過程の例。

定理 B.4.1.1 式 (B.4.4)で定義される伊藤積分 I(t)は以下の性質を満たす。

1. I(t)はマルチンゲールである。
2. 伊藤の等長性 I(t)は以下を満たす。

EI2(t) = E
∫ t

0

∆2(u)dW (u). (B.4.6)

3. I(t)によって時刻 tに至るまでに累積される 2次変分は、次で得られる。

[I, I](t) =
∫ t

0

∆2(u)du. (B.4.7)

これらの証明は今までに行ってきた計算とほぼ同様に行えるので省略する。2次変分に
ついて、ブラウン運動が単位時間あたり 1の重みで 2次変分を蓄積すること、

[W,W ](t) = t, t ≥ 0, (B.4.8)

を、微分形式で次のように簡略的に記したことを思い出そう。

dW (t)dW (t) = dt. (B.4.9)

伊藤積分の式 I(t) =
∫ t
0

∆(u)dW (u) は、微分形式では dI(t) = ∆(t)dW (t) と書かれ、
dI(t)の 2乗は次のようになる。

dI(t)dI(t) = ∆2(t)dW (t)dW (t) = ∆2(t)dt. (B.4.10)

この式は、伊藤積分 I(t)が単位時間あたり ∆2(t)の割合で 2次変分を累積することを述
べている。累積の割合は、一般には時刻にも経路にも依存する。式 (B.4.10)は式 (B.4.7)

の結果を述べるもう 1つの方法である。
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B.4.2 一般の被積分過程に対する伊藤積分

今度は、時間と共に連続的に変化し、さらにはジャンプすることまで許された被積分過
程 ∆(t) に対する伊藤積分

∫ T
0

∆(t)dW (t) を定義する。∆(t) としてもはや単過程である
ことは仮定しないが、フィルトレーション F(t), t ≥ 0について適合過程であることは仮
定する。また、次式で示す 2乗可積分性の条件も仮定する。

E
∫ T

0

∆2(t)dt <∞. (B.4.11)

∫ T
0

∆(t)dW (t) を定義するために、∆(t) を単過程で近似する。近似の仕方はいろいろ
あるが伊藤積分の定義においては次のようにする。まず [0,T]の分割 Πn = t0, t1, · · · , tn
を選び、tj ≤ t < tj+1 の tに対して ∆n(t) = ∆(tj)である単過程 ∆n(t)を持ってくる。
一般に、単過程の列 ∆n(t)を、n → ∞で ∆(t)に収束するように選ぶことができる。た
だしここで、収束するとは以下の意味である。

lim
n→∞

E
∫ T

0

|∆n(t)−∆(t)|2dt = 0. (B.4.12)

この ∆n(t)で ∆(t)を近似する。すなわち ∆(t)を細かく分割し、各分割の最初の点での
値で∆(t)を近似するということだ (図 B.3)。この近似を用いて、連続的に変化する∆(t)

に対しての伊藤積分を定義する。∫ t

0

∆(u)dW (u) = lim
n→∞

∫ t

0

∆n(u)dW (u), 0 ≤ t ≤ T. (B.4.13)

この積分は、単過程の伊藤積分の性質を継承する。

定理 B.4.2.1 T を正の定数とし、∆(t), 0 ≤ t ≤ T を、式 (B.4.11)を満たす適合確率過程
とする。このとき、式 (B.4.13) で定義される I(t) =

∫ t
0

∆(u)dW (u)は次の性質を持つ。

1. 連続性積分区間の上限 tについての関数として、I(t)の経路は連続である。
2. 適合性各 tに対して、I(t)は F(t)-可測である。
3. 線形性 I(t) =

∫ t
0

∆(u)dW (u) かつ J(t) =
∫ t
0

Γ(u)dW (u) とすると、I(t) ±
J(t) =

∫ t
0
(∆(u)± Γ(u))dW (u) である。さらにすべての定数 cに対して、cI(t) =∫ t

0
c∆(u)dW (u)である。

4. マルチンゲール性 I(t)はマルチンゲールである。
5. 伊藤の等長性 EI2(t) = E

∫ t
0

∆2(u)duである。
6. 2次変分 [I, I](t) =

∫ t
0

∆2(u)duである。
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図 B.3. 連続的に変化する被積分過程の近似。

例題 B.4.2.1
∫ T
0
W (t)dW (t) を計算しよう。まずは大きい整数 n を選び、被積分過程

∆(t) = W (t)を次の単過程で近似する。

∆n(t) =



W (0) = 0 0 ≤ t < T
n

W

(
T

n

)
T
n ≤ t <

2T
n

...

W

(
(n− 1)T

n

)
(n−1)T

n ≤ t < T

(B.4.14)

このとき、limn→∞ E
∫ T
0
|∆n(t)−W (t)|2dt = 0である。定義により、次が成り立つ。∫ T

0

W (t)dW (t) = lim
n→∞

∫ T

0

∆n(t)dW (t)

= lim
n→∞

n−1∑
j=0

W

(
jT

n

)[
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

)]
.(B.4.15)

表記を簡単にするために、Wj = W
(
jT
n

)
と書くことにする。上式の極限を評価するため
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に、次式を計算しておく。

1
2

n−1∑
j=0

(Wj+1 −Wj)2 =
1
2

n−1∑
j=0

W 2
j+1 −

n−1∑
j=0

WjWj+1 +
1
2

n−1∑
j=0

W 2
j

=
1
2

n∑
k=1

W 2
k −

n−1∑
j=0

WjWj+1 +
1
2

n−1∑
j=0

W 2
j

=
1
2
W 2
n +

1
2

n−1∑
k=0

W 2
k −

n−1∑
j=0

WjWj+1 +
1
2

n−1∑
j=0

W 2
j

=
1
2
W 2
n +

n−1∑
j=0

W 2
j −

n−1∑
j=0

WjWj+1

=
1
2
W 2
n +

n−1∑
j=0

Wj(Wj −Wj+1). (B.4.16)

3つ目の等号では、W0 = W (0) = 0であることを思い出そう。この式より、

n−1∑
j=0

Wj(Wj+1 −Wj) =
1
2
W 2
n −

1
2

n−1∑
j=0

(Wj+1 −Wj)2, (B.4.17)

を得る。従って式 (B.4.15)は、∫ T

0

W (t)dW (t) =
1
2
W 2(T )− 1

2
[W,W ](T ) =

1
2
W 2(T )− 1

2
T, (B.4.18)

となる。この最後の−T/2の項が、ブラウン運動のゼロでない 2次変分から来ている。実
際微分可能な普通の関数 g(t), g(0) = 0に対し、∫ T

0

g(t)dg(t) =
∫ T

0

g(t)g′(t)dt =
1
2
g2(t)

∣∣∣∣T
0

=
1
2
g2(T ), (B.4.19)

と、余分な項は出ない。伊藤積分では常に被積分過程を部分期間の左端点で評価して単過
程に近似するが、実はこの単過程の選び方を変えると −T/2項を消すことができる。それ
には、被積分過程を部分期間の中央の点で評価して、次のようにする。∫ T

0

W (t)dW (t)

= lim
n→∞

n−1∑
j=0

W

(
(j + 1

2 )T
n

)[
W

(
(j + 1)T

n

)
−W

(
jT

n

)]
. (B.4.20)

ただし実際に余分な項が消えるかの証明は省略しよう。
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このように置き換えて得られる積分は、Stratonovich積分といい、通常の解析の法則が
当てはまる。しかしこれは物理過程を表すには適切でない。例えばある粒子が系のエネ
ルギー H(t)に比例した揺動を受けるような模型を考える。粒子の位置は

∫ t
0
H(u)dW (u)

で表される。このとき揺動の大きさH(t)は、粒子が揺動を受ける “直前”で評価されるべ
きである。Stratonovich積分のように部分期間の途中で H(t)を評価すると、時刻 tに受
ける揺動の大きさが、揺動を受けた後の粒子のエネルギーの寄与を受けるようになり、因
果律を崩してしまう。実際、伊藤積分はマルチンゲールであるが、Stratonovich積分はそ
うではない。

∫ t
0
W (u)dW (u)の Stratonovich積分を S(t)と表せば、その期待値は、

ES(t) = E
1
2
W 2(t) =

1
2
t, (B.4.21)

であるが、S(0) = 0であるので、ES(t) = E[S(t)|F(0)] 6= S(0)となってしまっている。
期待値がきちんとゼロになるには、余分な項 − 1

2 tが必要である。

B.4.3 伊藤-Doeblinの公式

前項までに伊藤積分では通常の解析の法則が当てはまらないことを見た。ここではこの
特別な微積分に対する重要な公式について述べよう。確率解析の基本はこの公式を繰り返
し適用することにある。ただしこの項で述べる定理の証明は長いので基本的に省略する。

B.4.3.1 ブラウン運動に対する公式

f(x) を微分可能な関数、W (t) をブラウン運動として、f(W (t)) の形で表現されるも
のを “微分”したい。もし仮にW (t) も微分可能であれば、通常の解析から連鎖律 (chain

rule)によって、

d

dt
f(W (t)) = f ′(W (t))W ′(t), (B.4.22)

が成り立ち、微分形式では、

df(W (t)) = f ′(W (t))W ′(t)dt = f ′(W (t))dW (t), (B.4.23)

となるだろう。ところがW は実際にはゼロでない 2次変分を持つので、正しい公式は余
分な項を持ち、

df(W (t)) = f ′(W (t))dW (t) +
1
2
f ′′(W (t))dt, (B.4.24)
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となる。これが微分形での伊藤-Doeblinの公式である。これを積分することで、次の積分
形での伊藤-Doeblinの公式を得る。

f(W (t))− f(W (0)) =
∫ t

0

f ′(W (u))dW (u) +
1
2

∫ t

0

f ′′(W (u))du. (B.4.25)

定理 B.4.3.1 (ブラウン運動に対する伊藤-Doeblin の公式) f(t, x) を、偏微分
ft(t, x), fx(t, x), fxx(t, x) が定義されて連続であるような関数とし、W (t) をブラ
ウン運動とする。このとき、すべての T ≥ 0に対して、次が成り立つ。

f(T,W (T )) = f(0,W (0)) +
∫ T

0

ft(t,W (t))dt

+
∫ T

0

fx(t,W (t))dW (t) +
1
2

∫ T

0

fxx(t,W (t))dt. (B.4.26)

証明は省略するが、これを微分形式で簡単に理解しておこう。f(t,W (t))は形式的には
以下のように展開できる。

df(t,W (t))

= ft(t,W (t))dt+ fx(t,W (t))dW (t) +
1
2
fxx(t,W (t))dW (t)dW (t)

+ftx(t,W (t))dtdW (t) +
1
2
ftt(t,W (t))dtdt · · · . (B.4.27)

ここでブラウン運動の 2次変分 [W,W ](t)が tであることや t同士の 2次変分がゼロであ
ることなどは式 (B.3.30)、(B.3.32)のように、

dW (t)dW (t) = dt, dtdW (t) = 0, dtdt = 0, (B.4.28)

と表されるのであった。従ってこれらを代入して、微分形の伊藤-Doeblin の公式を得ら
れる。

df(t,W (t)) = ft(t,W (t))dt+ fx(t,W (t))dW (t) +
1
2
fxx(t,W (t))dt. (B.4.29)

B.4.3.2 伊藤過程に対する公式

伊藤-Doeblin の公式をより一般的な確率過程に拡張する。ここで、確率解析を説明す
る際の対象としたい確率過程は、以下で定義する伊藤過程である。ジャンプを含む過程を
除くと、ほとんどすべての確率過程は伊藤過程である。
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定義 B.4.3.1 W (t), t ≥ 0をブラウン運動とし、F(t), t ≥ 0を関連するフィルトレーショ
ンとする。伊藤過程とは、次の形の確率過程のことを言う。

X(t) = X(0) +
∫ t

0

∆(u)dW (u) +
∫ t

0

Θ(u)du. (B.4.30)

ただし、X(0)は確定値で、∆(u)と Θ(u)は適合確率過程、積分は伊藤積分で定義されて
いる。

補題 B.4.3.1 伊藤過程である式 (B.4.30)の 2次変分は、次で与えられる。

[X,X](t) =
∫ t

0

∆2(u)du. (B.4.31)

伊藤過程は微分形式で表すと、

dX(t) = ∆(t)dW (t) + Θ(t)dt, (B.4.32)

だが、これはあくまで積分で定義された伊藤過程を簡略的に表しているだけである。伊藤
過程が定義されたので本論文の本編で出てくる Langevin方程式がすべて数学的に定義さ
れる。すなわち、以下の形の Langevin方程式、

dX

dt
(t) = a(t) + b(t)ξ(t), (B.4.33)

は、数学的には以下の伊藤過程である。

dX(t) = a(t)dt+ b(t)dW (t). (B.4.34)

ただし ξ(t)は 1に規格化された白色ガウス雑音である。
また補題 B.4.3.1も微分形式で簡単に記憶できる。伊藤過程 X が単位時間に累積する

2次変分は

dX(t)dX(t) = ∆2(t)dW (t)dW (t) + 2∆(t)Θ(t)dW (t) + Θ2(t)dtdt
= ∆2(t)dt, (B.4.35)

であるから、時刻 tまでに累積された 2次変分は、

[X,X](t) =
∫ t

0

∆2(u)du, (B.4.36)

となる。
伊藤過程に対する伊藤-Doeblin の公式を導くために、その対象となる伊藤過程に関す
る積分を定義しよう。
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定義 B.4.3.2 X(t), t ≥ 0を定義 B.4.3.1で述べたような伊藤過程とし、Γ(t), t ≥ 0を適
合過程とする。伊藤過程に関する積分を次で定義する。∫ t

0

Γ(u)dX(u) =
∫ t

0

Γ(u)∆(u)dW (u) +
∫ t

0

Γ(u)Θ(u)du. (B.4.37)

この積分に対し、定理 B.4.3.1のような伊藤-Doeblinの公式が成り立つ。

定理 B.4.3.2 (伊藤過程に対する伊藤-Doeblinの公式) X(t), t ≥ 0を定義 B.4.3.1で述べ
た伊藤過程であるとし、f(t, x)を、偏微分 ft(t, x), fx(t, x), fxx(t, x)が定義されて連続
となるような関数であるとする。このとき、すべての T ≥ 0に対し、次が成り立つ。

f(T,W (t))

= f(0, X(0)) +
∫ T

0

ft(t,X(t))dt+
∫ T

0

fx(t,X(t))dX(t)

+
1
2

∫ T

0

fxx(t,X(t))d[X,X](t)

= f(0, X(0)) +
∫ T

0

ft(t,X(t))dt+
∫ T

0

fx(t,X(t))∆(t)dW (t)

+
∫ T

0

fx(t,X(t))Θ(t)dt+
1
2

∫ T

0

fxx(t,X(t))∆2(t)dt. (B.4.38)

これもやはり微分形式で記憶するのが便利である。f(t, x)の微分は、

df(t,X(t)) = ft(t,X(t))dt+ fx(t,X(t))dX(t)

+
1
2
fxx(t,X(t))dX(t)dX(t). (B.4.39)

ここに、dX(t) = ∆(t)dW (t) + Θ(t)dtや dX(t)dX(t) = ∆2(t)dtを代入すれば、

df(t,X(t)) = ft(t,X(t))dt+ fx(t,X(t))∆(t)dW (t)

+fx(t,X(t))Θ(t)dt+
1
2
fxx(t,X(t))∆2(t)dt, (B.4.40)

と、微分形での伊藤-Doeblinの公式を得る。

B.5 数値計算法

最後に確率微分方程式の数値計算法 [65] について簡単に述べよう。確率微分方程式に
おいては通常の常微分方程式に対する数値計算法を単純に拡張しても収束性が悪く、確率
解析を用いて特別な手法を構築しなければならない。特に確率偏微分方程式の数値解法は
未だ発展途上な分野である。
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B.5.1 離散時間近似

確率微分方程式の数値解法で標準的なのは、時間を離散化し確率差分方程式を順次解く
というものである。まず [0, T ]までの時間を以下のように分割する。

0 = t0 < t1 < · · · < tn < · · · < tN = T. (B.5.1)

最も単純なのは等分割、

δ =
T

N
, (B.5.2)

だが、より一般の分割も許される。その場合も最大ステップ幅 δ は特定されなければなら
ない。
次の形を持つ伊藤過程 X = {Xt, t ≥ 0},

Xt = X0 +
∫ t

0

a(Xs)ds+
∫ t

0

b(Xs)dWs, (B.5.3)

に対し、最も単純な差分近似は以下の Euler-丸山法である。

Yn+1 = Yn + a(Yn)∆n + b(Yn)∆Wn. (B.5.4)

ただし n = 0, 1, · · · , N − 1で、初期値は、

Y0 = X0, (B.5.5)

ステップ幅は、

∆n = tn+1 − tn = δ, ∆Wn = Wtn+1 −Wtn , (B.5.6)

である。数値計算的には、∆Wn は平均ゼロ、分散 ∆n のガウス分布乱数で与えられる。

E[∆Wn] = 0, E[∆W 2
n ] = ∆n. (B.5.7)

B.5.2 強収束の指標

確率微分方程式の解は当然確率的であるので、数値解法の収束性を議論するには常微分
方程式から拡張された指標を用いなければならない。数学的には終時刻 T での絶対誤差、

ε(δ) = E[|XT − YN |], (B.5.8)

を考えるのがよい。
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定義 B.5.2.1 t ∈ [0, T ] での確率過程 Xt の数値近似 Yn, n = 0, 1, · · · , N が次数 γ ∈
(0,∞]で強収束するとは、ある有限な定数K と正定数 δ0 が存在して、最大ステップ幅 δ

が δ ∈ (0, δ0)となるような任意の時間の分割に対し、以下が成り立つことを言う。

E[|XT − YN |] ≤ Kδγ . (B.5.9)

伊藤過程 (B.5.3)が b = 0と確定的であった場合、上の強収束の指標は通常の常微分方程
式のものに帰着する。ブラウン運動の増分∆Wn の大きさは δ ではなく δ1/2 であるので、
確率微分方程式における数値解法の次数は、常微分方程式におけるそれより小さくなるこ
とがある。実際常微分方程式の Euler-丸山近似は次数 1.0であるのにたいし、確率微分方
程式に対する Euler-丸山近似 (B.5.4)は強次数 0.5であることが示されている。

B.5.3 弱収束の指標

多くの実用的場面において、伊藤過程の標本路そのものの近似よりむしろ、EXT だと
か EX2

T ,あるいはより一般にある関数 g に対し Eg(XT )が近似できれば良いことがある。
このときXT の統計性だけわかればよいので、要請される近似度は強収束の指標よりずっ
と弱くなる。

定義 B.5.3.1 t ∈ [0, T ] での確率過程 Xt の数値近似 Yn, n = 0, 1, · · · , N が次数 β ∈
(0,∞]で弱収束するとは、任意の多項式 gに対し、有限の定数K と正定数 δ0が存在して、

|E[g(XT )]− E[g(YN )]| ≤ Kδβ , (B.5.10)

が、最大ステップ幅 δ ∈ (0, δ0)の任意の時間分割に対して成り立つことを言う。

やはり確定的な過程に対し g(x) = xとすれば、弱収束の指標は通常の収束指標に帰着す
る。十分な滑らかの仮定の下、Euler-丸山法は弱次数 1.0 で収束することが示されてお
り、これは強次数 0.5より大きい。

B.5.4 伊藤-Taylor展開

もう 1つの自然な評価法は Taylor展開の近似と比べることである。Taylor展開のよう
に伊藤-Doeblinの公式を繰り返し用いたものをよく、伊藤-Taylor展開などと呼ぶ。
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任意の 2階連続微分可能関数 f : R→ Rに対し、伊藤-Doeblinの公式は、

f(Xt) = f(Xt0) +
∫ t

t0

(
a(Xs)f ′(Xs) +

1
2
b2(Xs)f ′′(Xs)

)
ds

+
∫ t

t0

b(Xs)f ′(Xs)dWs,

= f(Xt0) +
∫ t

t0

L0f(Xs)ds+
∫ t

t0

L1f(Xs)dWs. (B.5.11)

ただし、以下の微分演算子を導入した。

L0 = a
∂

∂x
+

1
2
b2
∂2

∂x2
, L1 = b

∂

∂x
. (B.5.12)

f(x) = xとすれば L0f = a, L1f = bだから、きちんと元の伊藤過程に戻る。

Xt = Xt0 +
∫ t

t0

a(Xs)ds+
∫ t

t0

b(Xs)dWs. (B.5.13)

式 (B.5.11)で f = a, bとした伊藤-Doeblinの公式を代入すれば*4、1回 Taylor展開した
形になる。

Xt = Xt0 +
∫ t

t0

(
a(Xt0) +

∫ s

t0

L0a(Xz)dz +
∫ s

t0

L1a(Xz)dWz

)
ds

+
∫ t

t0

(
b(Xt0) +

∫ s

t0

L0b(Xz)dz +
∫ s

t0

L1b(Xz)dWz

)
dWz

= Xt0 + a(Xt0)
∫ t

t0

ds+ b(Xt0)
∫ t

t0

dWs +R. (B.5.14)

ただし、

R =
∫ t

t0

∫ s

t0

L0a(Xz)dzds+
∫ t

t0

∫ s

t0

L1a(Xz)dWzds

+
∫ t

t0

∫ s

t0

L0b(Xz)dzdWs +
∫ t

t0

∫ s

t0

L1b(Xz)dWzdWs. (B.5.15)

これが最も単純で非自明な伊藤-Taylor 展開である。もちろんさらに続けることも可能
で、例えば式 (B.5.11)で f = L1bとしたものから、

Xt = Xt0 + a(Xt0)
∫ t

t0

ds+ b(Xt0)
∫ t

t0

dWs

+L1b(Xt0)
∫ t

t0

∫ s

t0

dWzdWs + R̄, (B.5.16)

*4 a, bは時間に陽に依存しない関数だとしている。
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で、残りは R̄は、

R̄ =
∫ t

t0

∫ s

t0

L0a(Xz)dzds+
∫ t

t0

∫ s

t0

L1a(Xz)dWzds

+
∫ t

t0

∫ s

t0

L0b(Xz)dzdWs +
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L0L1b(Xu)dudWzdWs

+
∫ t

t0

∫ s

t0

∫ z

t0

L1L1b(Xu)dWudWzdWs, (B.5.17)

となる。

B.5.5 強 Taylor近似

最も単純な強 Taylor近似は Euler-丸山近似である。

Yn+1 = Yn + a∆n + b∆Wn. (B.5.18)

その次の項まで入れた (B.5.16)を用いるとMilstein法を得る。

Yn+1 = Yn + a∆n + b∆Wn +
1
2
bb′
{
(∆Wn)2 −∆n

}
. (B.5.19)

ここで最後の項は、例題 B.4.2.1より、∫ tn+1

tn

∫ s2

tn

dWs1dWs2 =
∫ tn+1

tn

(Ws2 −Wtn)dWs2

=
1
2
{
(∆Wn)2 −∆n

}
, (B.5.20)

であることを用いた。Milstein法は EX2
0 <∞で a, bが 2階連続微分可能、a, a′, b, b′, b′′

が Lipschitz連続であるとき、1.0次で強収束することが示される。

B.5.6 強 Runge-Kutta法

強 Taylor近似法は各ステップで係数 a, bの微分を評価しなければならない。これを避
けるために Runge-Kutta 法が導入される。ただし注意しなければならないのは、やはり
常微分方程式に対する Runge-Kutta法をそのまま適用することはできないということで
ある。
強次数 1.0次 Runge-Kutta法は以下で与えられる。

Yn+1 = Yn + a∆n + b∆Wn +
1
2

{
b(Υ̂n)− b

}{
(∆Wn)2 −∆n

}
∆−1/2
n .(B.5.21)

ただし、

Υ̂n = Yn + b∆1/2
n . (B.5.22)
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表 B.1. 拡張された Butcher 表

c(0) A(0) B(0)

c(1) A(1) B(1)

αT β(1)T β(2)T

これはMilstein法で単に bb′ を有限差分 (b(Υ̂n)− b)/∆1/2
n で置き換えたものである。

Runge-Kuttaの実用的な点は多段階化することによって、大きなステップ幅でも安定
にすることができることである。一般に独立なm次元ブラウン運動に依る伊藤過程、

Xt = Xt0 +
∫ t

t0

a(s,Xs)ds+
m∑
j=1

∫ t

t0

bj(s,Xs)dW j
s , (B.5.23)

に対する s段強 1.0次 Runge-Kuttaは次のようにパラメータ付けされる [66]。

Yn+1 = Yn +
s∑
i=1

αia(tn + c
(0)
i hn,H

(0)
i )∆n

+
m∑
k=1

s∑
i=1

(β(1)
i I(k) + β

(2)
i

√
∆n)bk(tn + c

(1)
i ∆n,H

(k)
i ). (B.5.24)

ただし、

H
(0)
i = Yn +

s∑
j=1

A
(0)
ij a(tn + c

(0)
j ∆n,H

(0)
j )∆n +

m∑
l=1

s∑
j=1

B
(0)
ij b

l(tn + c
(1)
j ∆n, H

(l)
j )∆Wl,

H
(k)
i = Yn +

s∑
j=1

A
(1)
ij a(tn + c

(0)
j ∆n,H

(0)
j )∆n +

m∑
l=1

s∑
j=1

B
(1)
ij b

l(tn + c
(1)
j ∆n, H

(l)
j )

∆Wl∆Wk

2
√

∆n

,

−
s∑
j=1

B
(1)
ij b

k(tn + c
(1)
j ∆n,H

(k)
j )
√

∆n

2
, (B.5.25)

である。パラメータはよく、拡張された Butcher表 B.1を用いて表す。
表 B.2 には 3 段強 1.0 次のパラメータを示した。本論文ではこの数値解法を用いて
いる。
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表 B.2. 3段強 1.0次 Runge-Kutta の Butcher表。本論文ではこれを用いている。

0

0 0 0

0 0 0 0 0

0

0 0 1

0 0 0 −1 0

1 0 0 1 0 0 0 1/2 −1/2
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